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lativi alla teoria delle trasformazioni di Lie, e in tale ordine di studi sì sono 
succeduti i lavori di Lie, Mater, Frobekius, Engel, Eduard v. Weber, ecc. 

Ora è specialmente questo nuovo punto di vista che ha attirato la mia 
attenzione, ed è quindi dei concetti nuovi che esso introduce, che io ho cer- 
cato di fare l'estensione al caso delle equazioni di second'ordine, e sono così 
riuscito a stabilire una serie di risultati che mi sembrano notevoli, e fra gli 
altri, quello relativo all'invariante simultaneo di una forma differenziale di 
second'ordine e di una equazione a derivate parziali anche di second'ordine, 
e la conseguente estensione della definizione di sistema aggiunto^ quello relativo 
alla estensione del concetto di sistema completo per le equazioni a derivate par- 
ziali di second'ordine, e infine quello relativo alla estensione del teorema che 
stabilisce, nella teoria ordinaria, la perfetta corrispondenza che esiste fra la 
completa integrabilità del sistema dato, e la sua invariantività rispetto alle 
trasformazioni infinitesimali rappresentate dal cosiddetto sistema aggiunto. 

Questa Memoria sarà seguita da altre, nelle quali esporrò i risultati, da 
me già ottenuti, relativi alla estensione della teoria invariantiva di una sola 
equazione ai differenziali totali di second'ordine, ricerca incominciata nell'in- 
tento di vedere fino a che punto potea farsi una estensione del conosciuto 
problema cosiddetto di Ppaff. 

Le ricerche sulle equazioni ai differenziali totali di primo ordine furono 
iniziato da Pfaff fin dui 1815, e lo scopo principale era allora di ricavarne 
luco per il ])roblcma im|)ortantissimo delle equazioni a derivate parziali di 
|)rimo ordine. Col progredire del tempo quelle ricerche acquistarono poi anche 
importanza a se, indipendentemente dallo scopo per il quale erano state in- 
cominciato. 

Le ricerche analoghe per le equazioni ai diflFerenziali di second'ordine 
non sono stato mai intraprese, ed io non son lontano dal credere che la loro 
teoria possa gettare una nuova luce su quella delle equazioni a derivate par- 
ziali di second'ordine, su cui fin ora non è stato ancora possibile creare qual- 
cosa che possa gareggiare in semplicità ed eleganza colle splendide teorie 
ideate specialmente dal grande Jacobi per le equazioni a derivate parziali di 
primo ordine (*). 

Milano, Settoiiibiv dol 1001, 

(*) Por una esposiziono completa della teoria delle equazioni pfafHane ordinarie, si 
può vedere con pri)liUo il recente libro di Eduard v. Webku: Vorlesungen xìber das 
Pf^iffsche Vrohhrin uml die Theovie der Particllen DifTerenUalgleichungen erster Ordnung. 
Loipziir, 1000. 
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§ 1. Completa inteorabilitI di una sola equazione di tipo generale 

ai differenziali totali di 2" ordine. 



Sia data una sola equazione del tipo 

i XHd*Xk+ i v X,jdx,dxj = {X,, = Xjd (1) 

k=i i=i j=l 

dove le X sono funzioni di tutte le x] vogliamo in questo primo paragrafo 
ricercare quali sono le condizioni necessarie e sufficienti perchè la (1) sia 
integrabile con una 3ola equazicme, perchè cioè esìsta una funzione y di tutte 
le X tale che, fatto di essa il differenziale secondo generale considerandovi 
le X come funzioni di altre variabili indeterminate, si abbia una espressione 
che, a meno di un fattore (z, coincida col primo membro delle (l). 

Formando il differenziale secondo di f, e paragonandolo, nel modo in- 
dicato, col primo membro della (1) si hanno le relazioni: 



fX.= I-2 



fJ- X;ì = 



a* 9 



(2) 



'-^ dxidxj 
donde: 

d ((i. Xi) ^ 

cioè : 

Moltiplicando per dxj e sommando rispetto a y, si ha: 

Xi d y. + ^ J (1^' - X^j dxj = 0. (4) 

Variando l'indice /, si hanno tante equazioni di questa specie cui deve 
soddisfare sempre la medesima funzione (x; quindi, prima di tutto, bisogna che 
tutte queste equazioni sieno identiche, e poi che la espressione: 

^- d Xi 

n ^iJ — J^ 
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sia un differenziale esatto. Ciò porta le condizioni: 

dXh 



1^ d Xi\ ^ dXh 
Xi Xh 



dxh Xi dxj Xi 

le quali sviluppate, e ridotte, danno luogo alle seguenti: 

di cui la seconda può scriversi anche più brevemente : 

Xij ^^ Xik /v //»v 

d xk Xi d xj Xi 

Queste condizioni ci si presentano qui come necessarie; faremo vedere 
^di qui a poco che esse sono anche* sufficienti^ e quando esse sono soddisfatte 
noi diremo che l'equazione data è completamente integrabile. Sarà utile in- 
tanto, specialmente in vista di una teoria generale delle equazioni della 
forma (1), che abbiamo in animo di sviluppare in seguito, e che è analoga 
alla ordinaria teoria delle equazioni pfaffiane, di introdurre alcune opportune 
notazioni, mediante le quali le relazioni (5) e (6) acquistano forma più sem- 
plice, insieme ad altre molteplici che da esse possono ricavarsi. 

Poniamo, come si usa nella ordinaria teoria delle equazioni pfaffiane (di 
primo ordine): 

0. .. Xj 8 Xi .„\ 

^ d Xi dxj ^ ' 



e poniamo poi ancora 



((yo)=|f-x^ (8) 



di tipo generale ai differenziali totali di second^ ordine. 
Fra questi simboli sussistono le relazioni identiche 

0' = (0* »)) - ((»7)), 

[iJJ] = 0, [ij k]=- [i kj] , 
[ijk] + [jki]+[kij]=0, \ (10) 

Le relazioni (5) diventano : 

Xi{{hj))-XH({ij)) = Q (11) 

X, [ij k] + X,, ((li)) - X^- {{i k)) = (12) 

di cui la seconda può anche scriversi : 

^'(^-^f^)+lf«v))-|f«»»-» 

cioè 

A((l*)) = JL(M). (13) 

dxj Xi dxk Xi ^ 

Da queste relazioni possono ricavarsene delle altre: dalle (11) permu- 
tando circolarmente gli indici t, h^j\ sommando, e tenendo conto della prima 
delle (10), sì ha: 

X,{hJ) + XHUi) + Xi{ih)^0, (14) 

che è una nota condizione relativa ad una equazione ai differenziali totali 
di primo ordine, di cui i coefficienti sieno rappresentati dalle X, X,,.,, Xn. 
Dalle medesime (11) sì ottengono le altre: 

iiik)){{hj)) = {{hk)){{ij)\ (15) 

e combinando poi la (11) colla (13) si ottiene: 

±{SiJùì^A.(M}, (16) 

dxj Xi dxk Xk 

la quale comprende come caso particolare la (13) per A = f, e che per k=^j 
è una diretta conseguenza della (11). 



Dimostriamo ora quanto abbiamo sopra asserito, che cioè le precedenti 
condizioni, oltrecchè necessarie, sono anche sufficienti perchè l'equazione (1) 
sia completamente integrabile. 
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Consideriamo la eqaazioue (di priino ordine): 

i Xkrfark = 0; (17) 

suasistendo le relazioni (14), questa è coinpletaniente integrabile, e può tro- 
varsi una funzione f il cui differenziale primo, a meno di un fattore, coincida 
col primo membro di (17). 

Intanto le relazioni (5), per il modo stesso con cui sono state ricavate, 
sono evidentemente sufficienti perchè tutte le (4\ o, ciò che è lo stesso, tutte 
le (3) sieno soddisfatte da una medesima funzione fi, cioè perchè esse sieno 
fra loro compatibili; quando esse sono soddisfatte esisterà perciò una fun- 
zione tt di cui le prime derivate logarìtmiche sono date dalle relazioni (3;, 
tale cioè che: 

-^: ^IlXjjj (18) 

e quindi anche: 

g Qi^ Xi) e (g Xj) 
dxj d xi 

Per tale a si avrà dunque che il primo membro della (17) moltiplicato 
per a stesso, riuscirà il differenziale esatto di una funzione f ; eoa tale il e 
tale f resterà soddisfatta la prima delle (2\ e quindi poi per effetto della 
(18), anche la seconda delle (2) stesse. Con ciò è dimostrata la sufficienza 
delle condizioni. 



§ 2. (^MPLBTA I5TEQRABILITÌ DI €5 SISTEMA DI EQUAZIOHl DI TIPO 0E5ERALE 

AI DIFFERE9ZIAU TOTAU DI 2^ ORDI5E. 



Consideriamo ora, anziché una sola, un sistema di m equazioni come 
quelle considerate nel paragrafo precedente; immaginiamole risolute rispeito 
ai differenziali secondi di m delle x, e scriviamole quindi come segue: 



■ — m m m 



c^x.-Va', rf»x,- i V X,j^dx,drj = 0, 



a> 
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dove sia 

Diremo che il sistema (1) è completamente integrabile^ quando esso si 
può integrare con m equazioni finite fra le x, contenenti altrettante costanti, 
e risolubili rispetto a queste, cioè quando sì possono trovare m funzioni 
delle Xj di cui il sistema dei diiferenziali totali secondi eguagliati a zero^ 
rappresenti un sistema equivalente al dato (1); in tal caso eguagliando a 
costanti le m supposte funzioni si hanno le m relazioni di cui si è parlato 
di sopra. 

Secondo questa definizione, perchè il sistema (1) sia completamente in- 
tegrabile^ bisogna e basta, che sì possano trovare m sistemi indipendenti 
di m funzioni iit . . .fim tali che moltiplicando rispettivamente i primi membri 
delle (1) per le |x di ciascun sistema, e sommando, si abbia un differenziale 
secondo totale esatto; vogliamo trovare le condizioni necessarie e suffi- 
cienti a ciò. 

Moltiplichiamo queste equazioni rispettivamente per fAi...|Xm). sommiamo, 
ed esprimiamo le condizioni perchè tal somma sia il differenziale totale se- 
condo di una funzione f di tutte le variabili; si hanno allora le relazioni: 

• • t - • ■ ■ 

Pr=^— -^ — (r= 1, 2,..., ♦») 

■ 

— 2i Pr X.v = g-^ (»■ = 1, 2,..., n — m) 



m 

' ,. Y.. = 

r^\ - d.Xi d Xj 



V FrXov = o^.L. ihj=^j 2,...,. n). 



^alle quali otteniamo: 



>" 0| — ó . — 2u C-r -An -m »-j, n-mfi,r 



I 
I 



8' ? = ?J^' =, r=L__l 



m 

ULm* .^ < ». 

m 



Xi d Xn-m^j d Xi d Xn-m*j ^\ 



~ 2à l^r Xiin-^tn \-j,r 



m 
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donde : 



-ili = _ 2; f^r X,> -m+/.r per qualunque j\ [2) 

Xj r=l 



m 

IN 



d y^ l'ir Xir 



f=\ 



= 2 f*«- ^JM V^^ qualunque y e solo per 1= 1, 2,,.. n — w. (3) 

Xj r=l 

Dalle (2) si ha inoltre: 

m n 

dyLi+ 2 21 f^r .Xj>-.m+/,r rf iPj = 0, (t = 1 , 2,... w) (4) 

rc=l y=i 

mentre, sviluppando la (3), sostituendo in luogo delle derivate delle fi i loro 
valori dati dalle (2), e scambiando opportunamente alcuni indici, si ottiene 
l'altra relazione 

2l f^r I -g^ — ^Jir — ^ -ST/, Xj,n-m+*,r J = (5) 

la quale vale per qualunque y, e per t=l, 2,,,., w— -m, e che dà luogo 
quindi ad n{n --m) equazioni lineari omogenee fra le m quantità pi...{Xm. 
Dalle equazioni (4) e (5) ricaviamo le condizioni richieste. Ammesso che 
esistano gli m sistemi di funzioni {x, e sieno 

...... ^ (6) 

il determinante di queste deve essere diverso da zero, giacché chiamando ri- 
spettivamente f 1 . . • fm quelle m funzioni corrispondenti a ciascuno degli m 
sistemi di fi rappresentati dalle varie linee della tabella (6), e di cui, giusta 
la definizione, il sistema dei differenziali secondi eguagliati a zero: 

rf«y, = 0.--(i«?m = (7) 

coincide col sistema (1), ne risulta che le (7) devono essere, come le (1), ri- 
solubili rispetto ai 

i cui coefficienti sono le derivate prime delle y rispetto alle Xn-m^i . . - JTn ; 
perciò il determinante funzionale delle y rispetto a tali variabili deve essere 
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diverso da zero. Ma avendosi per lo formolo di sopra 



f*w 



d Xn— 



fn-\-r 



il suddetto deter minante funzionale non è altro che quello delle fx, e perciò 
questo è diverso da zero. 

Di qui ricaviamo subito una conseguenza importante relativa alla for- 
mola (5), giacché fissando una determinata coppia di i j\ e scrivendo tutte 
le equazioni come le (5), facendo però solo variare le (x da quelle di un 
sistema a quelle di un^altro, si ha un sistema di m equazioni lineari omo- 
genee, di cui i coefficienti sono tutte le fx della tabella (6), e poiché il de- 
terminante di queste è diverso da zero, si deduce che ciascuna delle quan- 
tità contenute nelle parentesi quadre deve essere zero, cioè si ha, come con- 
dizione necessaria: 

((.Vr,)='^r-jr,.-|x,.x,,„-».^=o(.) (;::;; ^;;::;:_„) (8) 

Queste sono alcune delle condizioni richieste e sono di un tipo del quale 
l'analogo non interveniva nell'altra ricerca da me fatta, e citata in principio, 
relativa all'altro tipo di differenziali totali secondi. Le altre condizioni che 
adesso troveremo sono invece del medesimo tipo di quelle trovato nella citata 
ricerca. 

Le equazioni (4), formano un sistema di m equazioni ai differenziali to- 
tali fra le variabili (x ed x. Perchè esistano m sistemi indipendenti delle p 
le quali soddisfino alle equazioni (4), è necessario e sufficiente che queste si 
possano integrare con m equazioni con altrettante costanti arbitrarie, cioè 
che esse formino un sistema di primo ordine completamente integrabile. Ese- 
guendo allora il medesimo calcolo già sviluppato nel § 3 del mio lavoro nei 
Math. Ann. (Voi. 54, pag. 411), mutando opportunamente alcuni indici, e 
ponendo come nel caso ivi trattato (**), 

[;, A, i, r] = {^-f^ "= "T^j "'' Jì (^i'*»-*»-"*'^ ^**' —Xh^n-m¥sjr Xjks) (9) 

(*) Indicando con ((ijr)) il primo membro di (8) si ha l'estensione del simbolo ana- 
logo introdotto colla formola (8) del § 1. 

(**) I simboli che qui si introducono sono la estensione dei simboli (9) del § 1. 
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iM hninno 1^ coudiiioni: 

[J. A. n — m+/, r]=0 (10) 

jy^r '\ 4*- 1, 2>,.. «^ *-• h 2.,» m, r=l, 2... m. Si ha dunque che de- 



v\MU^ t>^^^ro jct^ro luui i simboli v9\ nei quali il terzo indice è maggiore di 
n — w ; pu^ moi^irar^ }^r\ $opiendo anche qui una ria analoga a quella te- 
ìmu a )Vji^. 41^ d^l ì,^Ton> citato^ che dexono essere zero anche tmd gli 
aUri nei quali U ietto indice abbia Talore qualunque, È da nouxsì peraliro 
chc^ mcnire nell^ahr\> ca$>i> queste nuove condizioni nano indipendenti dal'ie 
|>nN\\Wiui. e quindi necesss^arie ad agciungem per onenere il sistema tcoJe 
d^h^ v\>»\ìtiiow^ in questo ca$o iuTìwe ci^ non è necessario perche, cc-me &- 
ì>MftO redifre di qui a poco, le indicate nuove coedizioni sciio axstptesìx 
dcìjc ,:>' e U^ 

)l<>!4rUmo imbuto vV4ne pvv^a dedurr dxT>KiaJBe£te rasLziidjLTsd Sri ^m- 
Kst; v^^ ^« <^i i* wrto iihìisn? $^ Mircf>^ o lucuaie a « — «u 

Ba^^ed^ ct5»rra» Ae dall-e lyàaxxvà :z>^ik:a:e ai nrj&«rcH> ci cifessc- r«- 
n(j::nÀ\ (<«»}«<> niMT«r$ì ìe: 

iaif «^MÙ\ Wf^jsk* cvxrrc^ òeue ^iV $c r>»v:u>J» ieil> r^iiiX^M:: joh^x:! :im:- 
4i;w^^f isi^L^ 4^ : ex: ^>d6cs»^5:r <ca>," rrecàsa3t««t5f : sòr Kv. J : ik:^!DÒ: il- 

Àuii^ $(i{^^t6WS4:jk i^*f > ^ r».*:avira TaiasLTiitrs i: còasc^ti M%ni6M5iiH Kil»f 



.^r. $airo^u . >jrpj' ttcv^? J catare mac^-^nr^ £l * — w. 







• 


^ 
*^».i- -i». •-.,. 


te .^^B» 




r- 


•• 


• t 


* 






■^^^ 









,V*,» « *^ - ■ .*^»f 
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In queste in luogo delle derivate delle X„ poniamo i loro valori rica- 
vati dalle (8), e raccogliendo allora opportunamente i termini, si ha la re- 
lazione: 

m 

L?) K h ^] + 2! ^is \ji K n-m-^s, r] = 0, 

«=i 

donde si vede appunto che, se sono soddisfatte le (8), l'annullarsi di quelli 
fra i simboli (9), nei quali il terzo indice è maggiore di w — m, porta con 
se l'annullarsi di tutti i rimanenti. 

A proposito della introduzione dei simboli (9), è utile ricordare che fra 
essi sussiste la relazione identica, facile a verificare : 

[jhkr]-^{hkjr] + [kjhr]^Q. 



Le condizioni cosi trovate necessarie per la completa integrabilità del 
sistema (1), sono le (8) e le (10). A completare la ricerca, resta naturalmente 
a far vedere che esse sono anche sufficienti. 

Consideriamo per ciò il sistema di equazioni lineari ai differenziali to- 
tali di primo ordine: 

.=1 

' (11) 



n— w 

dxn— 2 ^i»n d Xi = 0. 
•=1 



Colle poste condizioni, questo è un ordinario sistema di 1,^ ordine com- 
pletamente integrabile. 

Infatti, perchè ciò sia, posto: 

d *\ d 
Fi = Q 1- 2à ^ih ó » 

d Xi ' J^i Xn-m+h 

dovrà aversi: 

FiXjr-FjXi,^0, ihj^h 2,... n^m) 
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cioè: 



(/- Xjr - /- X,v] + l (X,, /^^ - X,-, /^" ) =^ 0. (12) 



Ora ciò si ha infatti, giacche mutando nella (8) i con y, e sottraendo 
si ha: 

dxi ^^^ ~ dJi ^''•J ~ ,S^^^'* ^'''' "* ^*''- ~ ^^'^ -X},n-m f „r) = ( ij Ì r)) — {{ij r)) ; 

ponendo poi in (S) j = n — m -{- h^ moltiplicando per Xj^Hj indi scambiando 
j con /, sottraendo i due risultati, e facendo la somma rispetto ad /* da 1 
ad nìj si ha: 

tn m 

V XjH ((t, n - m + h, r)) - ^ X,n ((;, n - m + h, r)) = 

*=1 h=ì 

che combinata colla precedente e tenendo conto che le (( )) sono zero, dà 
luogo esattamente alla (12); quindi il sistema (11) è, come si diceva, com- 
pletamente integrabile. 

Quando sono soddisfatte le condizioni (10), per il modo stesso col quale 
le abbiamo ricavate, si ha che il sistema (4) di equazioni lineari ai differen- 
ziali totali di primo ordine fra le variabili fx e a;, è completamente integra- 
bile, e quindi esistono m sistemi indipendenti delle (x, che lo soddisfano. Per 
le p di ciascuno di tali sistemi sono soddisfatte tutte le (2), e ammesso poi 
che sieno soddisfatte le (8), e quindi le (5*, resteranno identicamente soddi- 
sfatte anche le (3). 

Ora io dico che moltiplicando le (11) rispettivamente per ciascuna delle 
li di uno dei trovati sistemi, e sommando, si ha il differenziale primo esatto 
di una funzione 'f ; in tal maniera da ogni sistema di fx si ha una 'f e quindi 
si hanno in tutto gli m integrali di (11). 

E infatti, essendo verificate le (2) e le (3), ponendo nelle (2) 

j = n — m -\- h , 

indi scambiando i con /(, e sottraendo le due formolo, e inoltre scambiando 
nelle (3) i con j e sottraendo anche le due relative formolo, si ottengono le 
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due altre: 



d (Li dyLh 

d Xn-m+h d Xn-m-hi 
m m 

d xj d xi 



' (13) 



le quali dimostrano senz'altro quanto abbiamo asserito in riguardo al si- 
stema (11). 

Con i trovati m sistemi di fx si hanno dunque m funzioni a>^ tali che 



m-\-r 

., . (14) 

5 f^rX 



^ =1? ( 



donde, derivando la seconda di queste rispetto a y, 



m 



o, 8 21 ILrXi 

3 051 d Xj d Xj 

e quindi per efifetto delle (3), si ha poi infine 

^l^rXijy = ^ ^. (15) 

,^1 ^ -^ Xi Xj ^ ^ 

La sussistenza delle (14) e (15), dimostra senz'altro che il sistema (1) è, 
giusta la definizione, completamente integrabile, o quindi resta dimostrato che 
le condizioni (8) e (IO) sono a ciò sufficienti. 



Prima di terminare questo paragrafo, vogliamo ancora notare un risul- 
tato di cui ci serviremo in seguito, avendo esso un'importanza notevole per 
le cose che avremo poi a dire. 

Come dalle equazioni stabilite sul principio di questo paragrafo, elimi- 
nando la funzione f, ne abbiamo ricavate le (2) e le (3), e quindi tutte le 
seguenti, così eliminando invece fra le medesime, le {X| . . .fAn,} si ottiene il 
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segaente sistema di equazioni a derivate parziali, lineari omogenee di primo 
e di secondo ordine cai devono soddisfare le funzioni 9: 

||:+ÌX>p/^-=0 (.•=l,2,...,n-«) (16) 



-rlr+5^<,>rr^- = (,•,>=!, 2,..., «). (17) 

Torneremo, come abbiamo detto, sullo studio di questo sistema, che noi, 
a simiglianza di quanto si usa fare nella ordinaria teoria dei sistemi di equa- 
zioni pfaffiane, chiameremo sistema aggiunto del sistema (1). Per ora ci li- 
mitiamo a osservare che il sistema rappresentato solo dalle (16) è l'ordinario 
e noto sistema aggiunto delle equazioni (di primo ordine) (11), e che quindi 
esso è un sistema completo (o meglio detto, tenuto conto della forma che 
hanno le sue equazioni, un sistema Jacobiano^ secondo la nota denominazione 
di Glkb8Ch\ quando il sistema (1) è completamente integrabile ; infatti in tal 
caso è, come abbiamo sopra dimostrato, anche il sistema (11) completamente 
integrabile. 

Osserviamo inoltre che il sistema (17) è della medesima forma di quello 
da me già introdotto nel § 1, di un lavoro pubblicato recentemente nei 
Bend. delVIst. Lomb. [^)j e da me denominato completo j quando, appunto 
come si verifica nel nostro caso, sono zero tutte le parentesi quadrate 

Uj *i ^j *•]• 

Dalle cose sviluppate in questo paragrafo risulta che le condizioni per 

la completa integrabilità del sistema (1), cioè le condizioni {S\ (10), bastano 

perchè tutte le equazioni (17) abbiano m integrali indipendenti comuni j e 

questi sieno precisamente quelli relativi al sistema completo (16); si ha eoa 

la risoluzione di un sistema completo di second'ordine, mediante uno ordinario 

di primo ordine. 



(*) Sopra certi sistetni di equazioni a derivate parziali Umctri omogenee di secomTor^ 
dine. Rend. Ist Lomb. (2), t H l^^- 
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§ 3. Trasformazione di una forma ai differenziali totali di second'ordine. In- 
variante SIMULTANEO DI UNA SIFFATTA FORMA E DI Un' ALTRA A DERIVATE PAR- 
ZIALI LINEARE OMOGENEA DI SEGONd'oRDINE. 



Sia data una espressione U del tipo 

U=%Xkd*Xk+y)ÙXu^^id^Ji {Xij^Xjd (1) 

cioè il primo membro di una equazione come quelle considerate nel § 1 , e 
che noi, per brevità, vogliamo chiamare una forma ai differenziali totali di 
second' ordine, e immaginiamo operata una trasformazione delle variabili x in 
altre variabili y : 

y» = Ti y^i ) ^« 7 • • • j ^*»)* 

La forma trasformata sia : 

i n d* yfc + i i Yr„ dyrdy, ( r„. = r,„). 

Essendo 

àXi=^^dyr, 

r O yr 



si hanno evidentemente le formolo 

J^h= 2d^h ò 9 

h oyk 



(2) 



V V V ^^h L X^ V V ^ ^« ^ ^i 
J^rjs = 2à ^^ Z Q — ì ^ 2à ^v ó — Q — • 

k òyrCys ìT oyrdys 
Consideriamo ora una espressione del tipo : 

(cioè come il primo membro di una equazione a derivate parziali, lineare omo- 
genea di second'ordine) intendendo colle | delle funzioni delle x^ e con F una 
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funzione indeterminata; per brevità noi chiameremo una espresìone come (3), 
una forma alle derivate parziali di second*ordine. 

Operando 8olia <3) la medesima traformazione adoperata di sopra, essa 
diTenta 

doTe i coefficienti hanno evidentemente i seguenti valori 



*?* .^^ "SK e "^ .^ .^ "»».' ^ • J 

k CXk i^'CliCXj 9 



"nf md ^à O ^ 

tscxic xj 



\ 



(4» 



Con queste formole è facile dimostrare il seguente importante risultato: 
la es^pressione 

A = V .Xiklk + V V x^-l^, (5) 

tei 1^ j=l 

è VII invariante 9Ìmultaneo delle due forme (1), (3), esso cioè resta inalterato 
per qualunque trasformazione di variabili. 

Come si vede, sì ha coA la precisa estensione di una proprietà ben nota 
della teorìa iovarìantìva delle ordinarie forme pfaffiane. 

In&tti formiamo mediante le formole (2^, (4) la espressione 

e otteniamo: 

^ ^ V V * ^'* ^y* I V V V V ^^ ^ ? J"* ?* Vi , 

i ì 2i -^ ^1- 5— 5Tr + i i i 2i -^* ^ij - — ' — "^ — h 

é T i c^koxi mTìj ^ c ìi\c Xicxj 

4- V V V V V \\ r. . ^^^^ tlL tll j. 

1^ ^ ^ ^ ^ ,^ -^« -«a^ « ,. ^ ■;: -j- 

TmTìj ^ CfrCjfs c .r, r Xj 

O- ^ ^ V V V V w.. r ^y'' ^y* ^■'^^ ^-Tfc 
TTTTiT cxi cxj cfr c^s 

Om si ha idmtiGamente 






ir è diverso da t 



=^ 1, se ir è uguale a t\ 
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donde si ricava Taltra formola identica 

y y ^' ^'L- ^y*^ ^y^ I y S^k ^*y/i _ Q . 

r 8 ^yrdtfsdxi d Xj T df/hd Xi dxj~ ' 

di qui si vede che la somma del secondo e terzo termine nella formola su- 
periore, si annulla identicamente, ed inoltre i termini, compresi nel triplo 
sommatorie della prima parte della medesima formola, nei quali è k diverso 
da i sono anch'essi zero, e così similmente sono zero quei termini dell'ultima 
parte (il sommatorie sestuplo), nei quali la coppia di indici h^ k ò diversa 
dalla coppia i, j. La formola precedente si riduce così esattamente alla 
espressione di i\, che è quanto si voleva dimostrare. 

Se in luogo di una forma alle derivate parziali del tipo generale (3)^ 
ne consideriamo in particolare una in cui le $,-^ sieno tutte zero, la forma S 
diventa semplicemente di primo ordine, e propriamente essa potrebbe inter- 
pretarsi allora come il simbolo di un'ordinaria trasformazione infinitesimale. 
Ponendo nell'invariante A, le ^ij eguali a zero, si ottiene 

n 

come invariante simultaneo della forma differenziale data^ e di una trasfor- 
mazione infinitesimale] questo invariante è il medesimo che quello relativo 
alla stessa trasformazione infinitesimale e alla forma differenziale lineare di 
primo ordine 

» 

V=^XkdxHj (6) 

la quale ha per coefficienti quelli che nella forma di secondo ordine U, sono 
i coefficienti dei differenziali secondi delle variabili,^ e che ha il più intimo 
rapporto colla forma U. 

A questo proposito notiamo infatti che la forma differenziale (7, può 
sempre esprimersi come somma del differenziale totale della forma F, e di 
una ordinaria forma differenziale quadratica di primo ordine) giacche avendo 
presenti i simboli introdotti colla formola (8) del § 1 , può sempre scriversi 
identicamente : 

u=dr+iy,{{ii))dx,dxj, (7) 

formola della quale avremo occasione di servirci. 
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§ 4. Sistema aggiunto di xrs dato sistema di equazioni 

AI DIFFERENZIALI TOTALI DI SECONd'oRDINE. 



Sia dato un sistema di fn(<Zn) equazioni ai differenziali totali di se- 
cond^ordine : 



N N 



Formiamo con coefficienti i indeterminati gli invarianti A, e eguaglia- 
moli a zero, cioè formiamo le m equazioni lineari : 



n N 



^ A'kjr ;* + ^ 2 ^i,j^- ^0 = (r = 1 , . . . , w) 



(2) 



colle incognite ; in numero di v 



n (n 4- 3) 



^ , e immaginiamo ricavati tutti 

i possibili sistemi di valori per le incognite. Facendo l'ipotesi che il si- 
stema { 1) sia formato di equazioni linearmente indipendenti, cioè che non sia 
zero la matrice 

Ali . . . Ani Ahi . . . A„,^i 



Aim • • • ^nm Aiim • • • A, 



nnm 



(3) 



vi saranno esattamente v — m sistemi indipendenti di soluzioni per le inco- 
gnite ;, cioè sistemi dei quali non è zero la matrice. Contrassegniamo con 
un indice s^ variabile da 1 a v — m, e messo in ultimo posto a ciascuna 
delle ;, i vari sistemi, per modo che la matrice delle | di tutti i sistemi 
così trovati, assume la seguente Forma: 



b n • • • sn I s H I • • • V 



nni 



«aljv-n • • 



• sniv-m Sii»-m • • • imnw- 



n^n^Tt-m 



(4) 



Gli elementi ; soddisfano alle relazioni: 



n 



ti n 






js 



= 



(5) 



e la matrice (4) è diversa da zero. 
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Formiamo ora il sistema di v ^ m equazioni lineari alle derivate par- 
ziali di second' ordine, di cui il primo membro sia del tipo di quelli consi- 
derati nel § precedente, e di cui i coefficienti sieno precisamente le ^ ora 
trovate: 






1,..., V — m). (6) 



Diremo che il sistema (5) 6 il sistema aggiunto del sistema dato (1), e 
ciò, com'è evidente, estendendo una nota definizione riguardante i sistemi 
ordinari di equazioni pfaffiane. Come si vede il sistema aggiunto (6) è unito 
invariantivamente al sistema dato, essendo zero gli invarianti simultanei (5). 

Le equazioni del sistema dato e del sistema aggiunto possono porsi sotto 
una forma caratteristica. 

Infatti consideriamo la matrice: 



tv oc i , , • a x^i a Ov^ • • . a fiOf^ 

4i! • • • 5h1 Sin • • • Sn-»1 



*>i)v-m • • • snj»-m ?ii»-m • • • v 



njn)i»-m 



(7) 



Se moltiplichiamo gli elementi Sella prima colonna per X,r, quelli della 
seconda per Xt,r, ecc., quelli della n*"^ per X„,r, quelli della (w, + 1)'"'* per 
Xiir, e così di seguito, e facciamo la somma dei prodotti così ottenuti, te- 
nendo conto dell'annullarsi dei primi membri delle (1), e delle (5), si ha su 
ciascuna linea identicamente zero; il che mostra che colV eguagliare a zero 
tutti i determinanti di ordine v — m-f- 1 della matrice (7), si ha un sistema 
di equazioni equivalente al sistema (1). 

In modo simile si riconosce che il sistema (6) può essere rappresentato 
eguagliando a zero tutti i determinanti di ordine m -f 1 della matrice : 



^9 
f\ • • • 

Xì 

Ali . . . 



d(f £*_9 
dxn d x\' ' ' 

A,il Ahi . . 



8«9 
Y 



Aim • • • -^nm ^nm • • • A, 



nnm 



(8) 
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È evidente che se ad una (o pìùì equazioni del sistema (1) sostituiamo 
una combinazione lineare di tutte, il sistema delle (2) resta inalterato, e 
quindi il sistema aggiunto non muta; possiamo perciò dire: il sistema ag- 
giunto resta inalterato sostituendo al sistema dato un altro equivalente. 

Inoltre è chiaro che la relazione fra i due sistemi (1), (6) è reciproca^ 
perchè reciproche sono le equazioni (2). 



Supponiamo che il sistema (1) sia sotto la forma ad esso data nel prin- 
cipio del § 2, cioè risoluto rispetto ai differenziali secondi di m delle variabili, 
ed esaminiamo quale forma possiamo assegnare al sistema aggiunto. 

Dobbiamo naturalmente qui ammettere che tale risoluzione sia possibile 
e quindi che la matrice rappresentata dalle prime n colonne di (3) sia di^ 
versa da zero. 

I coeflBcienti della r"*" equazione sono allora rispettivamente i seguenti: 

V V 10 V V V 

c quindi le equazioni (2) diventano : 

fi— m M >i 

;» -m+^ — ^ •'Vfc.r U — jS i] •V.V.r ^ij = (»•-=!,..., »»). (9) 

Dovendo scogliere v — m sistemi indipendenti di soluzioni per le inco- 
gnite S, scegliamo arbitrariamente, in v — m modi diversi e indipendenti, i 
valori delle v — m incognite: 

W V. W V. w 

SI • • • 4/i-m "^H • • • '^iyj' • • '5m,#i> 

e propriamente possiamo faro tale scelta, nel modo più semplice, facendo che 
la matrice quadrata di (ssi valori abbia tutti gli elementi zero meno quelli 
della diagonale principale che possiamo porro eguali a 1 ; il sistema di va- 
lori co?ì ottenuto ò cortameiìto tale che la matrice (4) è diversa da zero. 

Le equazioni (9) daniìo allora per lo rimanenti ;«_„,4.,, valori semplicis- 
Tìimi, e propriamente: 

.V,r por il primo sistema 
Xtr por il secondo sistema 



-Xmr por r ultimo sistema 
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ossia in generale si avrà, adoperando le notazioni come sopra: 

1^, = per A:=l, 2, ...,n — w, e s diversa da k 
|„ = 1 per s = 1, 2, . . . , n — m^ 

5/i-m+r^ "^ ^sjr P^r S = 1, -i, . . . , n 

^n-m-^f',8 = ^ijr p^f ^ maggiore di w, e corrispondente propriamente 

all'indice di quel posto in cui nella matrice (4) è 
stato classificato il doppio indice ij j. 

Le equazioni (6) diventano seniplicemente le seguenti: 

1^ +lX,'r^-^ ^0 (t = l, 2,..., w-m) (10) 

ó-^^+ S Xijr^-^ ^0 (f,i=l, 2,.,., n), (11) 

le quali, come si vede, sono precisamente quelle trovate nel § 2 (formole 
(16), (17)\ e che rappresentavano allora quel^ sistema di equazioni a deri- 
vate parziali cui soddisfacevano le m soluzioni comuni del sistema dato, nel 
caso della completa integrabilità. 

Abbiamo dunque la precisa estensione di un risultato relativo alle ordi- 
narie equazioni pfaffiane, e cioè quando il sistema dato di m equazioni ai 
differenziali totali di second' ordine , è completamente integrabile, allora il 
sistema aggiunto è soddisfatto da m e non più di m integrali comuni. 

In generale è facile mostrare che quando la matrice rappresentata dalle 
prime n colonne di (3) è diversa da zero, cioè quando le equazioni 

ÌXkrdXk = 

sono linearmente indipendenti^ ovvero anche quando le (1) sono risolubili ri- 
spetto ad m dei differenziali secondi delle Xj il sistema aggiunto di (1) con- 
tiene sempre le equazioni del sistema aggiunto di 

n 
2 Xhjr dXh = Oj 

il quale è un sistema di equazioni pfaffiane, avente, come si è visto nel pa- 
ragrafo precedente, il più intimo rapporto col sistema dato. 
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Basterà, per riconoscere la verità di quanto si è qui asserito, osservare 
che, essendo m minore di n, fra i sistemi di soluzioni indipendenti delle 
equazioni (2), se ne possono scegliere allora sempre n — m, pei quali tutte 
le |,y sieno zero. 

Nella ricordata teoria dei sistemi di primo ordine, si sa che, nel caso 
indicato, il sistema aggiunto è un cosiddetto sistema completo, avendo la 
proprietà che le parentesi di Poisson effettuate coi primi membri di due delle 
sue equazioni, si esprimono linearmente mediante i primi membri medesimi 

Ora è rimarchevole che una proprietà perfettamente analoga sussiste 
anche per il caso piti complesso che noi qui consideriamo ^ e ciò dimostre- 
remo nel seguente paragrafo. 

È utile intanto notare che le sole equazioni (10) formano il sistema ag- 
giunto delle equazioni di primo ordine (11) del § 2. 



§ 5. Sistema completo di equazioni lineari OMoasNEE 

ALLE DERIVATE PARZIALI DI SECONd' ORDINE. 



Dimostriamo quanto abbiamo asserito alla fine del paragrafo precedente 
Indichiamo con Fh Toperazione : 

^^ ^ F^ + J. ^'" ai?:;^;;^;^ (a = i, 2,..., „_„,) ^i) 

^^'^2l^7à75^ + J^^^'^-a^:;^^ (^*7Ì = i, 2,..., n). (2) 

Io dico che questo sistema di operazioni soddisfa alla proprietà che 
quando il 'sistema dato di equazioni ai differenziali totali di second^ ordine 
({\) del § 2) è completamente integrabile, allora le operazioni composte 

Fh Fi -Fi Fh ={Fh Fi) 

Fh Fij - Fij Fh ^ {Fh Fìj) j (3) 

Fhh Fij - Fij Fhk = {Fhh Fij) ) 

si esprimono in generale linearmente mediante le operazioni primitive me- 
desime. 
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Per la prima delle (3) la cosa è evidente, giacché, come abbiamo già 
osservato nel paragrafo precedente, il sistema delle Fh è precisamente quello 
che corrisponde al sistema aggiunto del sistema (11) del § 2, il quale, come 
abbiamo a suo tempo dimostrato, è appunto un sistema completamente inte- 
grabile quando lo è il dato, e quindi, per una proprietà conosciuta dei si- 
stemi di primo ordine, e propriamente per quella stessa proprietà che vo- 
gliamo qui estendere al caso del second'ordine, il sistema delle Fh è com- 
pletOj cioè le parentesi 

{Fh Fi) 

si esprimono come combinazioni lineari delle Fh] anzi nel nostro caso por 
la speciale forma che hanno le F^ tali parentesi sono zero. 
Calcolando la parentesi {Fh FiJ) si trova : 



^ '^^ s=l ( 8 Xi d Xj d X^i-m-^-s d .rj d ìVì d Xn-m+s 

, 3* Xh» d _L V V ^ ^^^ 3 

Xi Xj Xn-m+8 r Xn-m+s Xn-m+r 

d Xijs d y Y d Xjjr d I 

d Xh d Xn-m+s r 3 Xn-m'^s d Xn-m-^r \ 

che possiamo scrivere identicamente : 

^ Xhs jp y^ Xhs rrr 

d Xii 



^ j Ó Xhs Ó Xfjg 1^ y Y".. ^ Xhs y Y 

7^ \d Xi dXj d Xh r^ *^^ d Xn-m+r r ' 



0« 



dXn- 



m-\-r 



2? V dXhr ^ Y' d Xhr^ d 

, Ai,n-m.ns -J^-Z ^^hn-m^ns -g^J g^^;;-^- 



Calcoliamo il valore della espressione contenuta nell'ultima parentesi qua- 
drata, e facciamo vedere che essa può esprimersi mediante i due simboli 
fondamentali introdotti nel § 2. 

Infatti avendosi 

d Xhs ^ 

{{h i S)) = -5-- Xhin — Zi Xhr Xijn-fn'\-rìa 

Xi r=\ 

si ha 

d* Xns . d //7 .^vv , d Xhis , !^ v- dXijn-m+rjS , S\ ^ BXhr 
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¥)t^\numdn ^niMn Tatara tuàlst «pra Iiuiicata. ^mmane, e vntmdn onisi 
^ 7ftlnr^ (iftì mmhnin [h^ /. i^ ^} dato «iaila formaia 1 9) del § 2:. a 



■h 2 Xir^'*, s — nt-^r, ^.)— £ '^ *-r^-.^''*r '' '^■^ ^ 



(tlw pw brevità IndiitÌMramo mI nimbnló 



p#!r iiuvin dì^ ^ti>mmmo infima la forinola 

if, f.,) - - 2j jx ^^ ■-.-. - i^ 1-^ ^ .7---. - ^ 



-lU-hJ^h*^ 



e 



«ff^ 



S"" "" ' --^^JTn. 



la /^nftk f/)rTn#>la Amf^tm il n6(itrr> ajMnnto^ perchè emendo zero, quando il 
jtwMna ^\^ìA k (v>mpl^^tam^t^ int^jfrabik tutti i aimboli (( )j e [ ]^ (Tedi 
I 2), ^. /^ain/li Aiv/*,b^ i i5timh>oli iSj, dalla (6; appare sabito che la (Fx F^,^ à 
At^primé in tal ^atio Im^arm^t^ mediante le operazioni di second'ordine rap- 
pr^isienute dalle /' Mn due indiei. 

Calcoliamo ora il ralore della terza delle (3j. 

8i ha: 



^ h Xh h it.h h Xn m^r r h Xk h Xhh Xn-m^ 



T C Xh Ó Xk ^^ Xn m\ * > T 'y -^n-m+-r é? Xn -m+i 
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che può 6crÌTer8Ì : 

I y \ d* Xhht __ 8* Xjjt IVY- ^ A/tftg y Y 

tldXfdXj dxhd Xh ^^ ''^^ d Xn-m+r r 



ax 



<jt 



dXn- 



fn+r 



+ ? "à:^' ^M-m+nt +2-9^' X^,n-m+r,e g^ 



m-t-t 



Ora si può vedere che l'espressione contenata nell'ultima parentesi, si 
può esprimerla tutta mediante i soliti due simboli i|8), (9) del § 2; infatti 
c&sa è : 

^. ['', y, h '] + g— [*, h J, i]+Z ^hkr [n — m + r, », j, t] + 



+ 21 -Xijn-m+r,» (i, A, Ar, r] + ^1 A'fc,„_m4r,t [», A:, >, r] 



(7) 



che indicheremo col simbolo a cinque indici: 

WJ, K k, <J], (8) 

per modo che si ha : 

fTP TP \ V SXhhr TI , V OXhhr -rp 



+ ^ [[', i, A. ^, <]] f^_ 



m^t 



Questa formola dimostra appunto quanto abbiamo asserito in principio, 
che cioè, quando il sistema dato è completamente integrabile, allora, essendo 
zero i simboli (8), perchè formati mediante i simboli [ ] , che in tal caso 
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sono zero, la operazione ^i^,. , Fhk) bì es})rinìe linear mente mediante le ope- 
razioni rappresentate dalie F con doppio indice. 

L'analogia con i sistemi di primo ordine resta eoa completamente sta- 
bilita. 

Quando le operazioni Fh ^ Fij poddisfano alla proprietà qui indicata, noi 
diremo cbe il eistema delk :- — m equazioni lineari omogenee alle derrrate 
parziali di primo e di t^econ d'ordine 

Fh ' = . // = ] . 2 »/ — f» » , 

Fij:. = 0, t, ^; = ], 2, . . t/J 

formano un sisievta f'omjfìHv. 

Kel caso in cui si abbia un sistema di forma generale di a^ — m 

1> = — I equazioni a derivate j»arziali lineari omogenee di Becnnd^or- 

dine (T. formole iC dei § 4 1. la definizione di sisUma romplelo si riduce 

alia Beguent'/ : si immagini risoluto il sistema risj^etto alle derivate 

seconde, e rÌ8j»eno ad r/ — w delle derixaie prime; esso sarà così ridotto alla 
forma 10 u e il primitivo «i dirà rowvhio. quando ridotto a tal forma sod- 
disfa alla sopra indicata definizione. Katuralmente bisogna presupporre le 
solite condizioni, perchè pia possibile la detta risoluzione, e queste condizioni 
sono : cbe nella matrice 4; del § 4 (matrice di tutti i coefficienti delle equa- 
zioni date), almeno uno dei determinanti di ordine > — m formati oon tutte 

le — -, ultime colonne, e con altre n — m delle rimanenti, sia diverso da 

zero. Comt si vede dunque, la definizione di sistema completo di second' or- 
dine iion s: j»uc> applicare direttamente alle equazioni sotto la forma data, ma 
bisogna KUT»porre una j»rev]a risoluzione di queste, almeno die non si voglia 
mutare iu modo opportuno la definizione stessa. 

Ciò coMJtuibce una differenza caratteristica fra questo caso e quello dei 
sistemi di ynmo ordine, e la differenza proviene da ciò che mentre, snp- 
por»:*: li uti'operazioiie di jrivìo ordine^ e moltiplicandola per una qualunque 
lunzion? i 'Xi. ie i/arentesi 

kì eoprimoiio ancijf; liiieanuente mediante le /*, ^e tak proprietà hanno le 
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parentesi 

{Fh, Fa, 

il medesimo non accade più invece quando le F sono operazioni di secondo 
ordine, come è facile verificare. 

Si potrebbe, modificando, in modo opportuno solo la forma della defini- 
zione di sistema completo data di sopra, (senza però alterarne la sostanza,) 
fare in modx) che essa sia applicabile direttamente ad un sistema generale 
come il (6) del § 4, le cui equazioni non sono che combinazioni lineari 
delle (10) e (11) del medesimo paragrafo; non crediamo però necessario per 
ora di far ciò. 

Osserviamo infine che la definizione data da me in un altro recente la- 
voro citato al § 2, è diversa da quella qui data, partendo da un diverso 
punto di vista. 



§ 6. Applicazione delle operazioni di primo e secondo ordine su di una espressione 

AI differenziali totali di second'ordine. 



La teoria invariantiva delle espressioni pfaffiane (di primo ordine) è fon- 
data notoriamente sullo studio dell'applicazione di una trasformazione infini- 
tesimale sui primi membri delle equazioni medesime; partendo dalla teoria 
dei gruppi ampliati ^ si trova qual' è il risultato della detta applicazione, 
indi la condizione perchè si possa dire che quelle equazioni ammettono una 
trasformazione infinitesimale, e infine si trova un legame assai intimo ed 
elegante fra le condizioni della completa integrabilità del sistema dato di 
equazioni, e la sua invariantività rispetto alle trasformazioni infinitesimali 
rappresentate dai primi membri del sistema aggiunto ; si trova cioè che l'una 
cosa equivale precisamente all'altra. 

Ora noi ci proponiamo di estendere al caso nostro appunto tutto questo 
assieme di risultati e teoremi, e troveremo, il che ci sembra notevole, che 
sussistono risultati assai analoghi; in luogo delle operazioni rappresentate 
dalle solite trasformazioni infinitesimali, interverranno nel nostro caso altre 
operazioni F, di cui alcune (quelle ad un indice) possono ancora considerarsi 
come trasformazioni infinitesimali, ma altre sono operazioni di second'ordine. 
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i 

Sieno «iato delle operazioni come le (1) e (2) del § 5; per CTitare con- 
fusioni, noi scriveremo le medesime con altri coefficienti, e porremo : 



"* 



** = ^— + 2] Yhs^ .A=l, 2,..,, n — tn) (1) 






''^ ^ FJJ7 + SJ'^' sj;;:;;::, (,-,; = i, 2,..., »>; (2) 

lo 'ì*k possono intendersi come ordinarie trasformazioni infinitesimali, e le 4»^, 
st)no delle operazioni di second'ordine. 

Moltiplichiamo una (jualunque delle «1^ per una funzione qualunque ^ 
ilello Xj formiamo più generalmente lo operazioni : 

^^'h = 'VH (3) 

* % = "Vo . (4) 

Vogliamo prima di tutto definire che cosa intendiamo per : operare una 
delle (3) (4) sul primo membro di una equazione ai differenziali totali di 
second* ordine : 

n n n 

àr ^ 2i ^kr d' J*A + i ^ Xpqr d Tp d Xq . (5) 

Arri P -I V *l 

So A», fosso una funzione Jinita dt>llo variabili, nessuna difficoltà vi sa- 
robbo ad intendere il significato dolio operazioni (3) e (4> applicate sopra 
di os^^a, ma la necessità della nuova definizione proviene da ciò che A^ è una 
espressione ditVeronzialo. 

Nella teoria ordinaria «lolle oquazioni pfaffiane per trovare il risultato 
tb^irapplioaziono di una trasfornuiziono infinitesimale (operazione di primo 
ordino sul primo mombro di una di osse, si ricorre alla teoria dei gruppi 
ampìi'ih\ rìconducondo così la questiono a (]uella doirapplicazione di una tra- 
sformazione infìnitosinialo amidiafn su di una funzione /?n/7a; si ottiene in tal 
modo una formola la quale si potrebbe stabilire fin dal |>rincipio come definii 
zione (V. p. es. alla pai;. 100 dolPopiMa di K. v. Weber, citata nella prefaz.) e 
ohe mostra che // simbolo di unn trasformazione infinitesimale si applica ad 
una espressione differenziale, perfeltamfnte rome un ordinario simbolo di de- 
rivazione di primo ordin*"^ il tjuale sia vermHtnbile col simbolo d che figura 
nelTespressione differenziale. 

Per trovare ora la riolii^'^ta d»'Hiìizioiie uni eerohoremo di conservare 
inalterato questo piineipio •• (|uiudi, s«* si tratti deiroporazione di primo or- 
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dine V/i, scrivererao senz'altro, per definizione: 

Vii Ar « i ["Vh Xkr) d' XH + 



I 



+ i Xkr d* in Xk)-{- t S (M fc Xpqr) dXpdXg-^ ) (6) 

+ ii 2 -Xpjr (? (»Fft Xp) d Tg 4-^2 XpqrdQVhXq)dXp. 

Se si tratti invece della operazione di secondo ordine %•> dobbiamo os- 
servare quanto segue : la %y è composta di due parti di cui la prima è 

e l'altra è una operazione di primo ordine, la quale quindi si applica nel 
modo anzidetto. 

Operiamo (7) su di una espressione del tipo : 

AdB, 
e si avrà : 

^—^{AdB)=^U^^^A\dB-\-AU^'^ 

^ dXid Xj^ ^ y oXid Xj I ' y òXiO Xj ; ' 

e gli ultimi due termini li possiamo identicamente scrivere : 

e per lo scambio delle operazioni 

^dxidx/ ^ dxf^ Sxj 

col simbolo operativo rf, noi scriveremo infine per definizione : 



+j[*è/HM+-HMi*'^'^- 



dccf 
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Se poi A fosse a sua volta una espressione differenziale d C non si pre- 
senterebbe alcuna nuova difficoltà per l'applicazione della operazione (7), per- 
chè basterebbe nella (8) porre ^ = rf C, e poi scambiare al solito il sim- 
bolo d con quello delle operazioni da effettuarsi su rf (7, e ciò sempre per 
definizione. 

Queste definizioni bastano 'per potere applicare, su di una espressione, 
come Ar, una operazione rappresentata da una qualunque combinazione lineare 
delle operazioni (1) e (2). 

Colla formola (8) otteniamo : 

^^o{A.dB) = {WijA)dB + A.d{WoB) + 

colla qual formula generale potrebbe facilmente calcolarsi il risultato dell'o- 
perazione %y su Ar, e si riconosce subito che tal risultato è naturalmente, 
come Ar, una espressione lineare ai differenziali totali secondi. 

Vogliamo solo notare in che modo si modifica tal risultato, quando in- 
vece di applicare W^ su Ar, la applichiamo al prodotto di una funzione 
finita A delle variabili a:, per Ar stessa; possiamo servirci della stessa for- 
mola (9) quando in luogo di d ii vi si immagini posto Ar . 

Si vede allora agevolmente che il risultato che si ottiene è il seguente : 

+ T(*à^^)tó^') + Tfè^)(*a|-')+ ( (.0, 



+ 



j{*à^U^']+i{M{*è^'Y'^' 



cioè, si ottiene il medesimo risultato di prima moltiplicato per A, più un 



(*) E bene notare, ad evitare equivoci in chi non fosse ancora abbastanza addentro nello 
spirito di questi calcoli, che essendo A^ una espressione dilTorenziale, non si può dire che 

^z — 7 A,, j è eguale a |( r — ;• ^r j, e ciò per i princìpi stabiliti di sopra, mentre che, 
essendo A una espressione finita, si può bensì dire che y^ j2— ^i J :==<]/ 1_^^ j. 
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termine lineare in Ar, e 'più infine una espressione lineare nelle 

[k'-)' G4/')' [*k^')- K4:/')- <••> 



Passiamo ora a definire che cosa vogliamo intendere col dire : che un 
sistema di espì'essioni differenziali^ come Ar, ammette una operazione come 
le (3) le (4). Dobbiamo distinguere secondo che si tratti di una operazione 
di primo ordine (3), ovvero di una operazione di second' ordine (4). 

Diremo che il sistema delle Ar ammette ovvero è invariabile per una ope- 
razione Whj quando il risultato dell'applicazione di questa su ciascuna Ar è 
una combinazione lineare delle Ar medesime; potendosi le Wh considerare come 
rappresentanti trasformazioni infinitesimali, si viene così a definire, in un modo 
perfettamente analogo a quello noto e relativo agli ordinari sistemi pfaffiani, 
l'invariabilità di un sistema di Ar per una trasformazione infinitesimale. 

Diremo poi che il sistema delle Ar ammette ovvero è invariabile per una 
operazione ¥,y, quando il risultato dell'applicazione di questa su ciascuna Ar 
è una combinazione lineare delle Ar, a meno dei termini 

i cui coefficienti non dipendono, come si vede, che da quelli della Ar su cui 
si opera, e dalla funzione ^. 

Se in luogo di considerare le operazioni (3), (4) separatamente, consi- 
deriamo poi una somma di esse, il che equivale a considerare una combi- 
nazione lineare, a coefficienti variabili qualunque, delle operazioni (1) e (2), 
diremo naturalmente che il sistema delle Ar ammette ovvero è invariabile per 
tale operazione generale, quando ammette ciascuno dei termini di questa. 

E dopo ciò passeremo ad operare su di un dato sistema di Ar, le ope- 
razioni rappresentate dal corrispondente sistema aggiunto^ per dedurne, come 
abbiamo detto di sopra, una notevole estensione di un importante teorema. 
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§ 7. Relazione fra la completa n^TEORABiLiTl di un sistema, 

E LA SUA INVARIABIUTÌ PER LE OPERAZIONI RAPPRESENTATE DAL SISTEMA AGGIUNTO. 



Assumiamo il sistema dato di m equazioni sotto la solita forma (1) del 
§ 2, per modo che le operazioni rappresentate dal sistema aggiunto sono pre- 
cisamente le (1) e (2) del § 5, 

Operiamo, colle regole stabilite nel paragrafo precedente, la 

su 

n— wi ti « 

Ar = rf*arn-m+r— 2à ^ir d* Xf — Y X ^Or d X^ d Xj] (1) 

si ottiene: ' 

— 5 -^t^** d^.dXi — ^ Xjhr d^dxj 

— 2 2 -^"òn-m f*>r d {^ Xh^ — ^ 2 *V/)W m4-5,r d {^ Xhg\ 
i S J s 

e sviluppando, e raccogliendo opportunamente i termini, possiamo scrivere: 

^. e Xhr ,. , "rr , \dXhr d AV r, ^. dXir 1 Jt ^ I 

2à 2t r\ 5 :=^ 5 2à -^hs -Q 

\' x" ^ ^hs ^ -« - (^ A.hs \ j3 ^ ^ ^ _i 

*«l C Xj f=r\ C Xi J 

— 2 i jrtr -j-zr — ^V — ^ A*, .Y;,„ -^^sjr \dxid Xj + 

-^ i i TT I /, ' ~ Xhir — 2 A'a, A'„n- m 5?r ^ -^ ^ ^f*^ • 
•=! .-^l C Xj l ex. f^i J 
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Ora osserviamo che le quantità contenute nelle parentesi quadrate sono 
espressioni a noi già note, e che possiamo facilmente trasformare mediante 
i due soliti simboli introdotti nel § 2. 

Ed infatti la quantità contenuta nella prima parentesi quadrata, è una 
parte di quella contenuta al primo membro della formola (12) del § 2, e 
quindi, a meno di simboli (( )), essa sarà uguale al termine che occupa il 
terzo posto nella suddetta formola, cioè propriamente a : 

ponendo per brevità : 

m, i, r))) - (ih, i, r)) - ((t, h, r)) + 2 X*. ((», „ - m + 5, r)) - | 

La quantità contenuta nella seconda parentesi quadra, è a meno di un ter- 
mine, simile ad un'altra già trovata nel § 5, e propriamente essa è uguale a : 

ed infine le quantità contenute nelle altre due parentesi sono rispettivamente 
{(A, h r)) e ((A, /, r)). 

11 risultato della indicata operazione può dunque scriversi : 

«r=i Xn—m+s t=i 



+ H J t II*. '■. j, r]ìdx,dxj+ (S) 

Da questa formola appare che, quando il sistema delle equazioni àr = 
è completamente integrabile, poiché allora sono zero tutti i simboli (( )) 
e [ ], e quindi anche gli altri [[ ]], e ((( ))), e il secondo membro 
della (3) resta perciò una combinazione lineare delle A« , il sistema di queste 
è invariabile per le operazioni ^ Fh^ ovvero per le trasformazioni infinitesi- 
mali, ^Fhj essendo ^ una funzione arbitraria. 

Possiamo quindi anche dire che quando il sistema delle Ar = ^ com- 
lietamente integrabile^ esso ammette tutte le trasformazioni infinitesimali or- 
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vero tutte le operazioni della schiera 

dove le cpi . . . ^n-m rappresentano delle arbitrarie funzioni delle x. 

D'altra parte, se poniamo che il sistema delle Ar ammetta, o è invaria- 
bile, per tutte le operazioni rappresentate da (4), il secondo membro della 
formola (3), deve per un qualunque sistema di (//, ridursi ad una combinazione 
lineare delle A,, e quindi tutti i termini, meno il primo, devono ridursi a zero (*); 
tenendo poi conto ^^V! arbitrar ieth della funzione (//, e quindi delle sue derivate, 
dall'ultimo termine di (3) appare che devono essere zero separatamente i sim- 
boli (( )), cioè devono sussistere le condizioni (8) del § 2 ; dunque : 

Se il sistema delle Ar è invariabile per tutte le trasformazioni infinite- 
simali della schiera (4), devono essere zero tutte le espressioni rappresentate 
dai simboli ((A, t, r)). 

Si potrebbe anche aggiungere che devono essere zero anche tutte le 
espressioni [[//, /, y, r]], risultato che ci servirà di qui a poco; in quanto 
poi alle altre (((/?, t, r))), il loro annullarsi è conseguenza di quello delle 
((^, h r)). 

Operiamo ora ancora, colle regole stabilite nel paragrafo precedente, la 

sopra Ar • 

Si ottiene (scambiando per comodità in Ar gli indici a, j in A, k) 



fT \0 Xi Xj s Xn-m+sJ 



2 Xi ^ 2 oxj ^ 



— 2< 2< ^ 3 — Q— + 2i -^'V* ò ìdXhdXk — 

h h \0 XiO Xj T Xn-m-ì-sJ 



(*) Basta osservare che, posto il secondo membro di (3) eguale identicamente a 
2 /$ ^8 j paragonando i termini in d^ o:n -m-{-8ì si ha che le y« sono eguali rispettiva- 



m 
s=l 



mente alle 'j' q-^ *~ » ® quindi tutti gli altri termini della formola (3) devono essere 

zero. Facóndo poi •]^= cost. si deduce l'annullarsi dei simboli [[ ]] e ((( ))' separatamente; 

e facendo ;^^-^ = 1 e '- = si ha l'annullarsi di ciascuno dei simboli (( )). 
Xi e XJ 
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ha k 8 

Sviluppando, e raccogliendo opportunamente i termini, possiamo scrivere 

8=1 CCn—m+s 

d Xijr d^ Xhr ^ ^ d Xhr 1 7. ^ , 

Xh XiO Xj s=\ Xn-m-^s J 



M— m f 



0«X,:y, 0«X;,fer S, V gXhfcr 



'"^^ 8 a?n~m+5 



gz=z\ Xk 8=1 Xh J 

Le quantità contenute nelle varie parentesi quadre, coli' introduzione dei 
soliti simboli e di quelli del § 5, sono rispett. eguali a: 

s=l O J(^n—m+s 8=1 ^ ^j 



d Xhs 



""g^^^'**"''^^*'*'T^] — ^'•''^ ^'^^^ ^■'■'' 

^, ^ 8X^y '^ y d Xhhs 

s??l Xn-m+s 8=1 (7 X;- 

V IT JLhhs rr. 7 1 -1-1 

-Zl^ -^j)n-m4«jr-^--; ll^ ^) ^j ^) nJ) 

1 f» 1 m 1 . . 1 . . 

Y ^ X',n-m+.,r Xy, — ~^^ Xy,n-m4*,r X,5 — ^- {{ij t)) — — ((; / r)), 

2 ^hn-mi-sìr XhJ, — ^ ^y,n-m f5,r ^hn — [/^ ^*] ~" i^J * ^1 5 

8=1 S=l 
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quindi à ha: 



+ ^ ^ J-i,»-,, .„^ ( <fl ^ A,) -h y \ Xjrm-m^s^\'it ^ A,| — (5) 



n t 



- 1 ii[['V.A,*,r]lix*Ìjr^-y l[Ai7rJ-U[V»rlli**rf'f 

Questa annoia fii yedere clie ^<r t^ sistema delle ^ « coitipitf<affw»fe m- 
tegraòiley allora^ esseaiio zen) tutti i simboli coateuuti nelle ultime due linee, 
esm ammette^ (fiustiì la definitone data net § 6^ tutte le operazioni della 
schiera 



V 



dove le ^y rappresentano delle funzioni arbitrarie delle z. 

Riunendo questo risultato con quello dianzi ottenuto posiamo dire: 
Sf il sistema ddle etiuazioni X ^ è completamente integrabile ^ esso 

ammetterà^ severo sarà invariaòile^ per tutte le jpeì'uzioni della schiara 



•«— !• •• •• 






V:=i 



4^ M 



love le ii sono ^^zfoni lii'vih'urie. ^ le F sono le operazioni indipendentì 
r'intìrfsentiih* iac siscema 7j/</m?i^ ul iuiv : la openuiune onerale \J) può 
incenderà L*ome a operazione xenericu leìla schiera li operazioni indiTidiiate 
ili iiscema OAT^luiti?. 

Xa !a indieara condizione ^ jnohe stifficierUe per la irompleta integra* 
bilirà dei sistema iato, x-acciiò <e -mesco immette le operazioni (Ti* in forza 
il manto sì è detto di sopri* saranno rnranto s^tm tutd i simboli {kj\ r}\ 
•* .mene ^i ;iltri ['.\ \ \ -II. Tenendo iìlora prei^ence ta fonnola i5> si Tede 
•ile, ^issendo j^à :erj i ajm:iii ieìla ^enìiìnma risr*. se il secondo membro 
ievi* r'àursK :3er mamn»me ^. .id inn v,*ombmaz:one lineare vfeUe Ju> * meno 



\ 
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dei termini 

+ T I ^— .' ! ♦ (4"') + ( * A"-) ì + 

devono annullarsi separatamente i due sommatori dell'ultima riga, e a causa 
poi dell'arbitrarietà della <//, e quindi delle sue derivate, devono annullarsi se- 
paratamente i coefficienti, cioè deve aversi : 

[A, *, ;, r] + [/i, j, i, r] = (8) 

[[h h \ *, »•]] = 0. (9) 

Ora l'annullarsi identico delle (8) porta con sé immediatamente quello 

di tutti i simboli [A, i, j^ r] ; giacché sussistendo fra questi la relazione 
identica 

[A, h J, r] -f [», y, h, r] f fy, h, i, r] = 0, (10) 

supposto che (8) sia zero, e quindi che lo sia anche 

Uihr] + [jhir]^0, (11) 

sommando il doppio di (8) con (10) e (11) si ricava 

3 [h, », y, r] = 0. 

Dall'annullarsi di questi ne viene quello dei simboli (9). 

Essendo così zero tutti i simboli (( )) e [ ] , per quanto si è detto 
nel § 2, il sistema dato è completamente integrabile. 

Si ha perciò il notevole teorema: 

Condizione necessaria e sufficiente perchè un sistema di equazioni ai dif- 
ferenziali totali di second^ ordine, sia completamente integrabile, è che esso 
sia invariabile per tutte le operazioni della schiera generale individuata dal 
sistema aggiunto al dato. 

Abbiamo così l'estensione di uno dei più importanti teoremi della teoria 
invariantiva delle equazioni pfaffiane. 



ERRATA-CORRIGE : 

pag. 10, riga 6.*, invece di : sistema (5)^ si lègga : sistema (6). 



Les transformations de contact entre les 
éléments fondamentals de Tespace» 



(Par E.-O. LovETT, à Princeton, New Jersey^ États-lJnis d' Aménque.) 



Jje róle capitale des notions de transformation et groupe dans la geo- 
metrie moderne mis en evidence par l'ouvrage de Sophus Lie et les Mómoires 
de MM. Bianchi, Klein, Poincaré, et autres, est Tinspiration de ce travail qui 
s'occupe avec les transformations de contact entre les éléments les plus es- 
sentiels de l'espace, savoir multiplicités singulières, sphères, surfaces dévelop- 
pables ou applicables, lignes asymptotiques et lignes de courbure, et qui, en 
ce qui concerne la geometrie de l'espace à plusieurs dimensions, se base sur 
un Mémoire reeent. Journal de M. Jordan^ 1901, où on trouve une appli- 
cation de la théorie de groupes finis à la construction des éléments de la 
geometrie euclidienne ordinaire et différentielle de l'espace à n dimensions, 
et une application de la théorie de groupes infinis à la théorie de la défor- 
mation de variétés euclidiennes et non-euclidiennes. 



Définitions et métiiodes de di5termination des transformations de contact 

DE l'espace 1 n -(- 1 dimensions. 

Un élément de surface est l'ensemble d'un point et d'un pian paseant 
par ce point; il a pour coordonnées les coordonnocs cartésiennes (2?, .Ti, 
ar,,..., .Tn) du point et les coefficients de direction j),, |??,..., pn du pian 



n 



Z-z=^-^ij>i(Xi-Xi). (1) 
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^^^- — — ^ , _ _ . I I - I I via " 

Une multiplicité d'éléments est définie par un systèrae déquations, entre 
les coordonnées 0, ^1, «2?,,..., a?„, |?,, p*,..., Pn de l'un quelconque de ses 
éléments, satisfaisant à Téquation de Pfaff 

dz-^-pidiX — Pn ^ i^n = 0. (2) 

Si ce système se compose de n + 1 équations distinctes, il définit une 
multiplicité Mn d'éléments. 

LiE dit encore que l'équation de Ppàff (2) exprime que l'élément (2, 
a?,, 0?,,..., .Tn, |)i, p«,..«5 Pn) et l'élément infiniment voisin (2? + d;r, 
iTi +rf^i,..., ^n + rf^n) sont uuls. Une multiplicité est alors une famille d'é- 
léments dans laquelle chaque élément est uni à tout élément infiniment voi- 
sin de la famille. 

On dit que la transformation 

Z' =Z{Zj ^,, ^^,,..., CCnj Pi, Pj,..., Pn) 

x'i^Xi{Zj xj p)j 1=1,2,..., n, [ (3) 

pi^Pi{z, X, p), 

est une transformation de contact de Tespace à n + 1 dimensions (z^ Xij 
iff,..., ^n) si elle laisse invariante l'équation de Pfaff (2). 

Il résulte immédiatement de là que ces transformations forment un groupe 
et sont deux à deux inverses l'une de Tautre. 

La définition des transformations de contact est susceptible de prendre une 
forme géométrique si Ton employe les notions de multiplicités d'éléments et 
d'éléments unis. On peut definir une transformation de contact comme une 
transformation d'élémehts qui change toujours des éléments unis en éléments 
unis, c'est-à-dire qui transforme des multiplicités Mn en multiplicités Mnj et 
LiE a montré que les transformations de contact sont les seules transforma- 
tions en Zy ^, p qui changent tout système de n -}- 1 équations, satisfaisant 
à l'équation de Pfaff (2), en un système jouissant la mème propriété. 

On peut faire la détermination des formes explicites des équations défi- 
nissantes d'une transformation de contact des manières suivantes : 

1.^ Au moyen de Topération d'integration en employant le théorème 
de LiE, Darboux et Mayer. Pour que les équations (3) définissent une tran- 
sformation de contact il faut et il suffit que l'on ait une identité de la 
forme 

dz-p,dx, pr,d .rn = -^{dZ—P,dX, PndXn). (4) 
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liiE, Darboux et Mayer en déduisent qu'il faut et il sufRt que les fonc- 
tions Zy X,,..., Xn, -Piv? ^^ soient liées par des relations identiques de 
la forme 

{Z, Xi) = (X.-, Xh) = {Pi, Xfc) = 0, (t =1= k) ) 

{Pi,Xi)==p, {Pi,z)=pPi. i ^^ 

2.° Au moyen des opérations de diflférentiation et élimination en em- 
ployant le théorème de Lie qui dit en effet qu'on obtient toutes les transfor- 
mations de contact en Zj Xty...j .r„, 2>i,..., pn en éliminant les indétermi- 
nécs >. entre des équations de la forme 

ili yZy ^1 j • • • 9 ^n 7 ^) ^i)--«) ^n/j **i (^7 ^ ) ^ j ^ ) ^^^ ^ > • • • ) 

Ìlq{Zj Xy Z y a?') = 



ani , , ^ SHg 

8 a?f ^ d Xi 



Al -^5-^ -[-••• -f- A^r 



P< = àTT flTT» »==1, ^,.--j »». 



ani , , ^ 3n« 



Pour les définitions et théorèmes précedents on peut consulter 
GouRSAT, LeQons sur les équations aux dérivées partielles du premier 
ordre. 

Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen^ tome IL 
LiE-ScHEFFERs, Geometrie der Berilhrungstransformationen^ tome I. 



Les transformations de contact entre les multiplicitiés singtjlières. 

Entre les multiplicités des éléments de surface ils existent quelques unes 
qui ont la propriété que tous ses éléments sont deux à deux des éléments 
unis. Il est peut-ètre permissible de nommer telles multiplicités des éléments 
multiplicités singulières. On trouve trois types de ces multiplicités singulières: 
la famille de tous les éléments de surface d'un point, l'agrégat de tous 
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les éléments de surface d'une ligne droite, et l'ensemble de tons les éléments 
de sarface d'an pian. Le problème de détermìner toutes les transformations 
de contact qui changent les multiplicités singalières en maltiplicités singu- 
lières demande qu'on détermine les catégorìes snivantes de transformations de 
contact: 1.^ les transformations des points en points; 2.^ les transformations 
qui changent les points en points et les plans en plans; 3.^ les transforma- 
tions qui changent les points en plans et les plans en points; 4.^ les trans- 
formations des droites en droites; 5.^ les transformations entre les plans. 

On sait bien que la première catégorie se compose du groupe infìni de 
toutes les transformations ponctuelles prolongées; ils sont définies par n + 1 
óquations directrices entre les coordonnées ponctuelles des espaces correspon- 
dants. La deuxìème catégorie consiste en le groupe fini des transformations 
projectives; ces transformations sont déterminées au moyen de n+1 équa- 
tions directrices bilinéaires; on établira ces résultats connus dans la suite s'en 
servant d'une méthode déjà employée dans le pian (Lie-Schefpers, Vorlesungen 
ilber continuierliche Gruppen). La troisième catégorie se construit de toutes 
les transformations dualistiques ; ces transformations-ci connues se déterminent 
d'une équation directrice bilinéaire. La quatrième catégorie se compose des 
transformations des deuxième et troisième catégories, savoir des transforma- 
tions projectives et dualistiques; ce résultat connue se révèle immédiatement 
de notre définition de multiplicité singulière. On derive la forme et quelques 
propriétés de la cinquième catégorie dans les pages suivantes. 



Les tRADSFORMATlONS DE CONTACT 
QUI OHANQENT LES POIKTS EN POINTS ET LES PLANS EN PI.ANS. 



Employons nous, pour la resolution de ce problème la méthode des trans- 
formations infinitésimales. Soit 

la tran sform ali on infinitesimale, où les fonctions |,- et ? sont des fonctions de 
ooìj ^D-M ^'n, ^ qui doivent ètre déterminées de fa^on telle que la trans- 
formation soit une plan-en-plan transformation ; la condition nécessaire et suf- 
fisante pour cette détermination est que les équations aux dérivées . ar- 
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tielles 



P'^~d£h-j'=^^ t,y = l,2,...,«, (2) 



ne changent pas sous la transfer ma ti on. 

Les Tariations des ocj sous la transformation infinitesimale ponctuelle Uf 
soni 

(Ja:i = |j(a?,, a?,,..., a?n, z)it^ j''=^j 2,..., n (3) 

où ^ ^ est une infinitesimale arbitraire. 

Pour déterminer les variations de pi et pij il est nécessaire à construire 
le second prolongement 

de la transformation Uf. On fait cette construction de la manière suìvante- 
— En variant l'identité 



n 



dz— yipidxi = (5) 



on a 

n 



dàz =* 2« (^ ^t ^Pi +Pid^ ^i \ (6) 

en substituant les valeurs (3) des variations d Xi et en observant que l'équa- 
tion (6) doit exister identiquement pour toutes les valeurs des d xi on trouve 
les n équations suivantes pour la détermination des variations dpi\ 



n 



U+i>tC^ = ^>i + ^i;>i(lix,+l?«Si,), *=1, 2,..., n, (7) 
ou 

TTi ^àpi = ^^, + Pi Km — ^i Pj di e, + Vi Ij J- (8) 

De la méme fa^on on varie les identités 

^W== ^iVij^^i (9) 

et trouve les valeurs suivantes pour les variations des pij 



n n 



izij = <J Pij = -ixj + Vi "«■* + Ili Vii ^ipj — ^i Vij (^j*; + Vi ^i.)- (10) 

Pour que la famille de tous les 00**+* piane de l'espace soit invariante 
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i(>u9 -a transtbrmation Uf^i faat qae les éqaations 

aienr lieu en conaéqaence des éqaations y 2) ; doac oa a les éqaations de con* 
•iition suivanres: 



-rtcr 



o i' r. — >• •^-- =0 1 = 1 ''^ «• \ 



" r. — li™=0, 5« — 1<,^— ?i,^=0, i\7 = 1, 2,.... n, i-j^y. ^ 



Les équations < 12) demandent qae la fonction ;« soit linéaire dans toutes 
les xj avec exception de x,-, contenant auoane prodait de la forme xjZj 
od j == /. D'aille»irs les mèmes éqaations disent qae la fonction ? est nne 
fonction linéaire des qaantités j», -t.,..., J^rt sans termes de la forme xi Xj. 
Donc on a 



1 r 



(IJ) 



1 
On voit austìi que réi^uation 

♦Iwir dvoir lieu en conséqaenoe de Tóquation 

Xj^.^ -0; (^16) 

et enc«.Te les éqaations 13 1 raontrent que 

^j irò = Jt« j:« + 7» ' V» l ^'«^^ = ^1 ^^'t -r ^ » 

<lonc en chanijeant commodément les constante^ et en écrivant 






(17) 



y-^y^'JHJ'i-\-h, (18) 

on a enfin 

- • — ^ • -• • • ,• • I * • ■* 1 . T ■ \ . . iv - 



l 
•1 



(19) 
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D'après un théorème bien connu de Lie les transformations finies . en- 
gendrées par la transformation ponctuelle infinitesimale (1) sont données par 
l'integration du système 

d z' d x'i 



^(ìt'i, a?'t,..., X'n, Z) $i(iZ?'i, a?'»,..., x'n^ z) 

dZn 7, 

• • • = r — 1—r — — > ì r: = u t . 

(^n(X iy Od t,...j X 7iy Z ) 

avec les conditions initiales 

X I = a? j j X 2 — ' Xf • • • • • X fi — vOjf j Z — '' Z % t — U • 

ce qui donne 

Li , Lt , Ln ' M 

X M = > X • =^ » • • • ) it* *, = 9 2f = 5 

N N '**'« N N 

où les fonctions L, , L?,..., Lnj M, JV, sont de la forme 

n 

2tj h ^i + »» ^ + M ; 

1 

les /,-, nt, n étant des constantes quelconques. 



(20) 



I 



Les transformations de contact qui cuanqent les plans en plans; 
les transformations entre surfaces développables. 

Il est clair qu'on obtient la transformation de contact la plus generale 
entre tous les plans de l'espace à n + 1 dimensions en formant tous les pro- 
dui ts 

DPD (1) 

où D est la transformation dualistique generale et P est une transformation 
ponctuelle tout-à-fait arbitraire. . 

Pour écrire la forme analytique des transformations on peut prendre pour 
la transformation dualistique D sans perte de généralité la transformation gé- 
néralisée de Leqendre 



n 



Xi-^pi, Z = K='Sàipi^i — ^ì Pi--=^i, » = 1,2,..., ». (2) 

1 
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De la transformatioa ponctueQe arbitraire P 
OQ dedoic 



^^ì = 2j*K'7 P'i + rii,,)rf'^'jF rf^' = 2i(K-yi + ?»x',>^^j; (4) 



don 



e 



Il 11 

ec encore 

l 

La résolunon de ce système des èquatìons linéaìres pour les qaantités P',- 

donne 

l f ': P t -r ?ix, ' fV i' 5 -r f«r. fi-*: P ."' " ?*-ix^i» (7) 

EntiQ ea appliquaiK la transfonnanoii de Leoi^d&e aax rahables orìgi- 
cals et aux rariables nrau^torniè*, ec en écrÌTarcC 

J/. ^ ff, • Hi ff I V ^ . . . . .V, ^ . ^ yHi, . Hf * . . . , Hx )^ - i (8) 

poUiT les mineu^^ de «.. i«- w^., du décermiiianc 

:h. :h, :h, :-h. 

i:,:s cxaTccs rour les è\2ViA::cK> exv'.:c;ies des rìan-en-plan irai:;konnadoiis 

». » * • 

ie :cr.:jcc 

V V - - - s= 

■* 
^^„- - - - j 

' , r 

r, = 1: ; = I. i •*: li» 

I 
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On observe en passant que les fonctions P« satisfont aux équatìons aux 
dérivées partielles 

■P.x,+PiP.-. = Pw = 0, »,>=!, 2,..., «; (11) 

on peut vérifier ce fait soit directement par différentiation ou par la considé- 
ration suivante. 

Les équations aux dérivées partielles du second ordre 

P^'^alrfi""*^' t,i=i, 2,..., « (12) 

sont des invariants sous les transformations de contact entre les plans. 
En posant 

JP(.) = i^,, + p,2?', + |,.p..F,,, (13) 

en vertu des identités 

rfZ-|,P,dX,, dP.^ijPtjdXj, (14) 

on a 

Py' = 2*Pi*4'. *J = l,2,...,n; (15) 

la résolution de ce système des équations linéaires pour Pjk donne 

p 4> (Xi, Xt,..., Xf-i, Pj, Af+i,,.., Xn) ^ (Al, Xfy,,j Xj-i Piy Xj-^ìy,.., Xn) {t(\\ 

'^~~ * (X„ X,,..., Xn) 4» (Xt, X,,.,., Xn) ' ^^ 

OÙ 

<i>(r.,r.,...,rn)=l mrf,...,rir>|. (i7) 

Donc pour l'invariance de la famille de tous les plans de Tespace il 
faut que 

0(X, , X,,..., X,'-i, X/, X,.^.!,..., Xn)=-0, . 

*(X., X,,..,, X,.i, Pj, X,+i,..., Xn) = 0, i,i=l,2,...,n I (18) 

(X, , X,, , , . , Xj4., , P,- , Xj+i , . . . , Xn) = 0, / 

soient vraies pour toutes les valeurs de |),, |>f,..., pn] donc on a 

A^|X(,j), X(22),,.., X(nn) 1=1=0, (19) 

l^(n)> ^(«)r-M -^(/-lt-l)j -P(ii)> -^(i+l »4-l) 7 • • • ) -^(nn) 1 = 0, I 
1^(11), 'Y(«)?««-) -^O'-'i-O» ^(«)) ^(Ì^-»Ì*-0V7 '^(nn)| = 0; ) 
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cn obflorvant que les équations (20) sont des n systèmes des équations linéaires 
dont lo8 dóterminants sont le déterminant réciproque de A, on a 

^(.0 = 0, P(,,) = 0,..., P(,„)-0, 1 = 1,2,..., n. (21) 

D'ailleurs Tapplication de la méthode de M. Mayer à ces systèmes com- 
plets donne 

Pi^fii^j Pi7 P«,...> Pn), i«l, 2,..., w, (22) 

od les fonctions fi sont des fonctìons queleonques. 

Enfin on a en méme temps la résolution d'un problème plus generale. 
En effet Téquation 

IPu» Pffr-M Pnn|=0 (23) 

doit ótre invariante sous les transformations entro les surfaces développables 
do Tespace à n + 1 dimensions. Il est facile de vérifier que les conditions 
nécossaires et suffisantes sont exprimées par les équations (21); dono la fa- 
mille do transformations de contact qui transforment une surface développable 
quelconque en une surface développable est identique à la famille de toutes 
les transformations de contact entre les plans. 



LrS TaXNSFORMàTIONS DB CONTACT ENTRB LES LI0NB8 DROITES ET LES SPHÈRES. 

Une des plus belles découvertes de la Geometrie moderne est la trans- 
formation de contact connue sous le nom de transformation de Lie qui éta- 
Wìt une liaison entre les droites et les sphères. Proposons-nous de trouver 
toutes les transformations de Tespace ordinaire qui changent les lignes droites 
en sphères, Dans le cas de trois Tariables t, y, ^ il y aura trois classes de 
transformation de contact suirant qu'on établit un, deux ou trois rélations 
entre x, y, ^, X, 1\ Z. Nous sommes dono conduits à déterminer les formes 
d*un, deux ou trois équations directrices qui sont capables de représenter 
droite-en-sphère transformations de contact. 

Supposons qu*on parte d'une seule relation entre x, y^ r, X, ì\ Z 

♦ ^x, y, ^, A\ 1\ Z) = 0. ,1. 

LiX droite 

X = a ^ + /', y = r ^ 4- rf ^2 * 
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sera transformée dans la surface donneo par l'équation 

<I>(X, r, Z, a, 6, e, d) = (3) 

que l'on obtient en éliminant z au moyen dea équations 

^{az-\-b, cz-\-d, z, X, T, Z) = 0, «1>, = 0. (4) 

Pour que la transformation soìt unique, il est clair que le degré de la 
fonction * par rapport au variable z doit étre égal deux au plus; c'est-à-dire, 
la fonction $ doit étre de la forme 

*.aJ' + *.y' + *s2*^-*4y^+"^s^a;+*«a:y+$,a:^•*«y^-1>9^^-*,«=0, (5) 

t)ù les <!',• sont des fonctions des variables X, F, Z. Ainsi, en posant 

P = a* <P, + e» <P, + <1>3 + e <I>< + o 4>5 + « e *,, (6) 

() = 2 a 6 <1>, + 2 e rf 0, + rf *4 + 6 <!>, + (a d + 6 e) <I>, + o $7 + e *g + *, , (7) 
B = b* <t> , -^ d* <t>t ]- b d <ì>, + b % + d <!f, -\- «P,, , (8) 

la transformée de la droite (2) est la surface 

Q* — 4PR = 0, (9) 

ou 

d*9\-]-b)<lfl-\-{ad — b e)* <tfl + a*<ì>;+ e* <I>| + <I»i \ 

— 4 0, 1 (o (i — 6 c)« <1>, + 6' 4>, — 6 (o rf — 6 e) <^4 ' 

+ a(ud — bc)% — ad^g-\-a*^,t\ 

— 4 <I>, I d' a>3 + d (a rf — 6 e) *5 — e (a (i — 6 e) $7 — e rf 0, + e' <I>,o 1 

' (10) 
4- 2 <p4 1 6 <i *5 + rf (o d — 6 e) *o + ( a rf — 2 6 e) <I>7 



— 2 $5 1 ft (a <i — fc e) 4». + a è <I>, + (2 a rf — 6 e) 0, — 6 *, + 2 a *,o 

— 2 <M a (a rf — 6 e) *7 + e (a <^ — ft e) '1', 4- (a d + * e) *, — 2 a e «P.» | , 
4- 2 <l>7 1 a e $, 4- a *, i + 2 e <I>8 <I)9 = 0. ' 1 

^ 

Pour que cette surface soit une quadrique pour toutes les valeurs de 
a, 6, Cj d il faut que les fonctions <P, aient la forme 

*,= /,.X+7w,r+n,Z + p,, i = l, 2,,.., 10, (li) 

où les lij fHij fiij fx; sont des constantes. 
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systeme : 

{1J+q^){aX+fiY + yZ)-\^^Ji^y + (^,q = 0, i 

} (23) 
(a:« + y« + ^*+l)(aX + /3r+yZ)+(.,a;' + f^tJ/' + f*3^* + ^4 = 0, ^' 

7P+a = 0, yQ+^ = 0. I 

Mais il n'est pas possible de résoudre ce système-ci par rapport aux X, 
F, Z et ainsi, la fonction «5 (21) n'est pas capable de definir une transfer- 
mation de contact. On conclut de là qu'il n'y a point de transformations de 
contact univoques déterminées par une équation directrice, qui changent les 
lignes droites en sphères. 

On remarque, en passant, que toutes les oo^ transformations de contact 
définies par une équation directrice de la forme 

xp,{X, F, Z) + yp,{X, r, Z)+zp,{X, F, Z) + p.(Z, F, Z) = 0, (24) 

transforment les lignes droites en des lignes courbes; que toutes les oo~ trans- 
formations définies par une équation de la forme 

ex, (a:, y, z)X + (J,{Xy y, z)Y-]r(Ji{x, y, z)Z'\-<j,{x, y, z) = (25) 

changent les lignes droites en des surfaces développables ; et enfin, que les 
seules transformations de contact définies par une équation qui transforment 
les lignes droites en des lignes droites sont lea oo*^ transformations détermi- 
nées par l'équation bilinéaire 

(/, X + m, F + n, Z + fx,) a; H = 0. (26) 

Les' transformations (25) sont équivalentes aux transformations ponctuelles 
arbitraires 

a;i = <7i(a?, y, z)\(T^{Xy y, 2r),..., 2?,— (73(2:, y, z)\a4{Xj y, z) (27) 
suivies de la transformati on par polaires réciproques par rapport à la sphère 

X'+Y' + Z'—1=0 (28) 

déterminée par l'équation directrice 

Xx,+ Yy, + Zz, -1 = 0. (29) 

Dans le cas des transformations (26) les transformations (27) sont des 
transformations homographiques. 
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Supposons raaintenant qu'il existe deux relations indépendantes entre 
rr, y, z, A', F, Z: 

iì,(tr, y, z, X, r, Z)-0, il, (a:, y, e, X, T, Z) = 0. (30) 

La transformation la plus generale déterminée par ces deux équations 
directrices changent la ligne droite 

y + &a; + m = 0, + /x + n = O, (31) 

eii la surface donnée par l'équation 

a{X, r, Z, k, l, m, n) = 0, (32) 

que Fon obtient en éliminant re, y^z au moyen des quatre équations (30) 
et (31). 

Pour que la ligne droite soit transformée dans une surface unique il 
fiiut que l'une des équations (30) soit linéaire par rapport aux variables a?, 
//, z\ pour que la transformée soit une quadrique il est nécessaire que Tautre 
équation soit linéaire dans x^ y, z et que les deux équations soient linéaires 
par rapport aux variables A, Y, Z, 

Considérons donc les oo'^ transformations qui sont déterminées par deux 
équations bilinéaires 



^ ?i + y ?« + ^ ?3 + 94 = 0, a: 95 + y ? 6 + 2? 97 + ra = 0, 



(33) 



où 



e... = a,. A + hi r+ Ci Z+di. (34) 

La transformée de la ligne droite (31) sera la surface du second degré 
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(35) 



Cette quadrique peut se réduire à une sphère pour toutes les valeurs 
de /, /, m, ff dans les deux cas suivants : 

1.^ Quand tous les six déterminants de la matrice 



■' '^1 i. is Ì4 1 

i! is 'y« Ì7 ^8 I 



^i = fi — ^l 5 



(36) 



se réduisent à la forme 



Con8t.(.Y» + r* + Z'); 



(37) 
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2.^ Quand un détérmìnant quelconque de la matrice se réduìt à la 
forme (37) et les fonctions (fi correspondant aux fonctions ^i restant dans la 
matrice se réduisent à des constantes: par exemple, soient les fonctions y, , 
fs) ?«, fi constantes et 'le déterminant yi^g — ?4^5 de la forme (37). 

Dans le premier cas nous avons deux familles de oo*'^ droite-en-sphère 
transformations de contact. 

En effet les équations 

Ui Qft — ap aj = bi b^ — b^ bj = Ci c^ — Cp Cj =)= 0, \ 
«» btt + bi tta — Op bj — bp aj = 0, / 

bi Cm + Ci bn — bp Cj — Cp bj = 0, 
Ci a^ + ai Cn — Cp aj — ap Cj = 0, 

qui sont nécessaires et suffisantes pour que le déterminant 

^,^,->,^, (39) 

soit cbangé dans la forme (37) possédant les solutions symétriques 

6, = a,\'^^, bp = --ap\J^^, bj^aj^—i, i^ = — a^/^, ) 

> (40) 

Ci= ± apj Cp= ^: tti , Cj= ± a^j Ca = if aj ; } 

ainsi, on trouve que les deux systèmes de fonctions 

Oj = ttj X + iajY+CjZ + dj , ) 

. (fj+.^CjX—iCjY—ajZ + dj^.^^ ^ = 1? 2, 3, 4; ) 

9j == «y ^ + iaj Y — CjZ+dj, ^ 

^r'j..^CjX-iCjY+ajZ + dj,, = 0, ^=1, 2, 3, 4; ) ^ ^ 

sont capables de definir deux familles de cx) ^ transformations qui changent 
les lignes droites en sphèrea. 
En formant les équations 

ih = ^{a^j X + ia,j Y + a,y Z + aay) Xj = 0, 
1 

•C| — - 3/j Xj ^— V) ^ 1 

(43) 
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et ies éqtiations 



^1 = ^ («.> X — i a,j Y-^a.j Z + a,y) Xj = 0, 

«. = % (a,j X + i a,j Y- a,j Z + 04,) Xj = 0, (44 ) 



?^=5l = ^ = 2l 

ni nj nf n^*** 



i 



oti 



(45) 



w* ■= 0)^ 4" p ^-f ? «y = &)y + j &), , i 

nou8 vérifìons facilement que les transformations définies par les équations 
dérivées sont des transformations de contact. Nous voyons ensuite que, en 
particularisant les constantes des équations (43) de la manière suivaute 

«i4=aii = Os8 = a4, = l, 

n (46) 

ou los constantes des équations (44) de la manière suivante 

«11 = — flfl4 = «3t=— «43 = 1, ) 

(47) 
a„a«a,8«a,4==aii-=tifi = at3=«si = «s8=»as4=«4i=«4«=«44 = 0, ; 

nous avons la correspondance célèbre étudiée par Lie 

Zx, '\-z,^x + % r=o, {X- % r)x, + y, - z = 0. (48) 

En combinant la transformation de Lie (48) avec toutes les droite-en- 
droite transformations ponctuelles du groupe projectif general 

|o X, = a. a: + j3, y + yi ^ + <Ji , {^ Zì = clzX + Q,y + y^z -^ ^^^^ \ 
py, = «,iP4-i8,y + 7,0 + ^f, p ^ ol,x -{- &,y + y,z '\- i^^ ) 

on obtient ex»* droite-en-sphère transformations de contact déterminées par 
deux équations 

(a4X + ta4r+a,Z + a,)a: + --- = 0, ) 

qui sont de la forme (43). 
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Donc les transformations (S) de la famillo (43) se déduisent de la trans- 
formation (A) de Lie (48) et des transformations (0) de groupe projectif ge- 
neral au moyen de l'équation symbolique 

5 = HA. (51) 

Encore on combine la transfer mation de Lie avec toutes les droite-en- 
droite transformations de contact définies par l'équation 

(a,:Y + /3. r+y.Z+^.)a: + ^0; (52) 

les oo'^ droite-en-sphère transformations (2) résultantes sont déterminóes par 
les deux équations 

(«tZ-i«i r+a,Z+a,)4 0, ; 

de la forme (44); ainsi pour les transformations (44) on a l'équation sym- 
bolique 

S == Z) A, (54) 

où D est la transformation dualistique generale. 

Revenons maintenant au deuxième cas, savoir quand un déterminant 
quelconque de la matrice (36) se réduit à la forme (37) et les fonctions (^i 
correspondant une fonction ^i restant dans la matrice se réduisent a des 
constantea. Nous trouvons six famillee de oo*^ transformations définies par 
deux équations bilinéaires de la forme 

0), «= (tti ^ -f 6. F + Ci Z + dt) X + ^ 

+ d,y + dsZ + a,X + b,Y+c,Z + d,^0, j 

0)6= {a^X+ bsY+CsZ'^d^).x+ l 

+ ^6 y + ^7 « + «8 X + ft« F + cg Z + rfs « 0, 

où les constantes sont assujetties aux conditions 

Oi cib — 04 a, = 6, ftg — Ì4 fts = d Cs — Ci Cg =1= , 
«I f>s + ag 6, — ai h — «5 ^4 = 0, 
bi rg + ig e, — ^4 Cs — ij C4 = 0, 
Ci flfg + Cg a, — Ci fls — r-, a4 = 0. 
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(66) 



qui se réduit à la forme 

Const. (X' -L F* + Z'\ (65^ 

si les constantes soient assujetties aux conditions: 

1.2, + 1, 2,-3, 4,-3. 4,=0, 

Ij ^3 -f- I3 i&f uj 43 — U3 43 = Uj 
I3 ^1 — p 1 1 oj — 03 4i — Oj 43 ^= U. 

À cause de la symétrie et de Tinvariance de ces équations-ci sous les 
Bubstitutions 

(1 2 3 4) : (2 1 4 3); (1 2 3 4) : (4 3 2 1) ; (1 2 3 4) : (3 4 1 2); 

et sous une permutation cyclique des indices, il est nécessaire à considérer 
seulement les quarante cinq cas suivants des sept cent quatre-vingt douze 
raanières à choisir sept constantes arbitraires: 
1.° cas: Soient les quantités 

■li) *2) Jsj Oij 4i j 4^, 43 

des constantes tout-à-fait arbitraires; les équations de condition sont linéaires 
et les cinq constantes restantes sont des fonctions suivantes des constantes 
données 



2. = 3, 4. A, 2, = 3. 4j A, 23 = 3, 43 A, 33 = 3, 1, A, 33 = 3, I3 A, 



où 



A = 






4. 


-I3 





1 


4. 





-1, 


1. 





4, 





1, 


— Ij 





4, 


-4, 





1, 


1,/1. 


4, 


4, 





-13 


- 1,/1. 



2.*^ cas: Supposons que les constantes 

Alj I2) ^3j «'Ij ^2 j *^3) 4i 

aient des valeurs arbitraires; on construit immédiatement les formes des in- 
connues en remarquant que ce cas-ci se déduit du prenìier cas par la sub- 
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stitQtìon 

(3. 3, 3, 4, 4, 4,} : (4. 4. 4, 3. 3, 3,). 

3/ cas: Soieiìt 

«Ij Ifj Itj -ij -t| ^3» 4| 

K^ données; en poBant 

:. = 1.2.+ K2., p=K2, + l3 2,, 7 =1,2. + 1.2,, 
^^= 1*2,- 1.2., £ = 1,2,-1,2,, C= 1., 

on troQTe 

où ; ^ 4. est ano racìne de réqaation du sìxième degré 
où 

f.-«*(.-6 3^» — 3«^7 — (.3'— 2 7»»:-f 4 3^(:^-£V 

,b = 2.|5' + 7» — «* + 4#*, p.=a»(t + 5 0-3«37-l2p'--/.i' — 4 3'»£, 
4^''' eas: Les données soni 

1 1 1 9 9^^- 




la & >t — It il 3. ~ It 3. 3. 1.2,3. — l.»»3t-lta»3» 

4s «t me raeine de l'équation qaadianqae 

/jr» + «ix + ii — 

ia ! inj(3! 2. + i 2, 3. 3, -i- Si 2.> - 2 1 1. 1; 1.2 3, S, + 2. 3,) : , 
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fi = Ina I (lit ^11 ~" I33 ^it) («iiii *^ii« "t" ^ìii Ottt) , 
— 1|J3 I (III ^11 — I33 ^11) (*>iii 4" «^iit "T «^its ^iti) "T 

"r l|l ^11 («5|!i -- O Ont <^i>2 — «^««j "T 

"t" ^«t (1« "i" Asa) Ojn 4" 111 ^11 *>!«« H" J 22 I33 3tM I 

I«t3 ) (1«« «52 3 l|t Jit 4" I38 ^m) 3jti 4" ^ llt ^li «^iit 4" 

4" (*«« ^n — 111 ^it 4" Iss "«•) *^i?8 I 

lss.1 I (Ali ^11 Ali ^It) (3hi iJiif 4" *i|«t ^tu) 4~ 

4" (li« ^11 — A II ^««) (»ii i« 4~ *^2«t) I ) 
enfin les paramètres 

sont doDiiées par les équatìons 

(l«l-l3i)7)? = l3i(1.2»-l,20 4-(li,3,-l,3 30C, 

li« = 3,C4-l?4-ls2,, 
où 

| = 4j, i7 = 4j, C = 43- 

5.^ cas: On cberche les valeurs des constantes 

^1) 2|, 2s9 O3} és 

comme fonctions des constantes 



1^ Aj) Is) 3j, 3t, 4j, 4,; 



on trouve 



It 


(3. 


4i 


- 3t 4t) + 1. 


[3. 4t + 3. 


4.) 








i!+i? 






1( 


(3. 


4< 


+ 3i4i) — 1. 


(3i 4i - 3, 


4.) 



en substituant ces valeurs dans les équations 

1.2; + l«Tn 3i 



(3, 4. - 3. 4.) 



(3, 4, - 3, 4,) ? = 



\iX,-\-\»l 3, 

4i It^-I i.» 
4, liC + l»5 
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8.^ cas : Les constantes 

-l|7 Ag) I37 ^2 j ^3) *^i 7 •>? 

soiìt données; la solution de ces cas se construit du cas précédent au moyen 

de la substitution 

(1 , 2j Oj I3 23 O3) I (I3 23 03 1| If la). 

9.^ cas : Pour exprimer les constantes 

1 = 2,, n=2,, S = 23, 5 = 33, ?-=4, 

en fonctions des autres coefficients on remarque que les équations 

1,1 — lj)7 = 3, 9 + 3, 4, , 
Ij^H- li>7 = 3, 9 + 3, 4, , 

déterminent ^ et >? en fonctions linéaires de ^f; ensuite les équations 

I3 S ~ 4, 5 = 1, 1 - 3, ?, 1, ? - 4, 5 = I3 >7 — 3, 43 , 
donnent $ et 5 en fonctions linéaires de y; enfin l'équation 

ey-l3l-l,S + 3,43 = 

devient une quadratique pour 9). 
10.^ cas : Supposons que 

li, Ijj J3, o,^ 03, 4j , 4^ 
soieiit des constantes arbitraires; les valeurs des coefficients 

1 = 2,, ,7-2,, C = 23, 5 = 3,, y = 43 

se trouvent de la solution du cas 9.° par la substitution 

(6 9 3, 3, 4. 43) U? 5 4, 4 3333). 

11/^ cas: Il faut qu'on trouve les expressions qui expriraent les con- 

stantes 

1 = 3., >, = 3,, S = 33, = 4„ 9-2. 

en fonctions des autres paramètres; les formules cherchées se déduisent de 
la solution du cas 7.° au moyen de hi substitution 

(U 9 ? 1 , I3 2, 23 3, 33 4, 4.) : (? ; j 5 I3 1 , 23 2, 4, 4, 83 3,). 
12." cas: On demando les formes des paramètres 

5-3,, >, = 3,, $ = 33, 5-4,, = 23 



Ltwiti: La trwÈitt^yrmmtiùmM de ernU^e^ 



• 



| = 0.. T = 3x- i = 2., 5 = 2:- « = *:- 

4 :;-r; = 5 4 — 1,2,. 4 ;— l,r = 3,4,-L2,: 
i ^ — 4, r = I, f — 1, ; • 3, 1 - 4, ir = 1, f - 1: 2, : 

5T — 4,1— 1.; — Ijf = 

» ^ ^ 






t- — I ;— 1,2,— 3,4, = 0. 4,i-l,;-l 2. — 3,4 =i\ 

1? — 4,7— 1,5 — 1,2. = 0, 3,5-iT— 1 : — l:r = 0. 
5 fc T -SK r-nL«L-:c5 ir f; « rà;::aaofi 

sr — 4.r— l:i — 1.2. = 

is%vsB^ ssif iMifngiiiyf piar '. 

I5c' -5k: Las lanaiikrK f -k f ÌtS ::::■; r«Lr, 



1 = 2, T = 2,. ; = 3, -=3,, c = 4j 
» ÀÉcsmiBiOU SI 3:iKÒ:cs Iia«é*:r« de • ìì Ecya. i« echino 

:, T— 3: 5 = :, 2, — 4, 4- :,T — ; f = 5, 4, — i, i : 
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enfin l'équation 

est une quadratique pour ^. 

16.** cas: La solution de ce cas, savoir 

est une conséquence immediate du cas 13.^ et de la substitution 

17.° cas: On cherche 

1 = 3, )7 = 33, ^=13, ^=ll5 ? = 43 
en fonctions des autres constantes et on trouve ^ Bt 6 des équations linéaires 

4.$ + 2.fi=1.2. + 3.4., 4. $-2,5 =1,2.-3,4,; 
les équations 

4, >7 + 1 ? =• 2, <: + 1, 23 , 4, >7 + 3, ? = 2,.t: + 23 fi 

deviennent des équations linéaires par rnpport aux ?, >?, ^ et elles détermi- 
nent >? et y en fonctions linéaires de ^; enfin l'équation 

est une quadratique pour ^. 

18.^ cas: Les équations 

2, $-2,5 = 3,4,-4,1, 2, S + 2, fi = 3, 4, + 4,1, 

expriment C et fi des cinq quantités 

^ = 3,, )7 = 33, C— li, ^==lt) ? = 43, 

en fonctions linéaires de |; les paramètres yj et <f sont déterminées en fonc- 
tions linéaires fractionnelles de | par les équations 

4,>7 + |? — 2,fi-l32, = 0, 4,>, + 3,9. — 23C — l32, = 0; 

et I est une racine de l'équation quadratique 

9))7 + 2,fi-4,$-l3 23 = 0. 

19." cas : Les constantes arbitraires sont 

5 = 2,, )7 = 23, ?=!,, fi = 13, ? = 43; 



Ki L'yt^*' />« *r%M^^yr»k/2tirMJt 4^ ^.tmtMi 



J , /; 3j ^j^ 3t 4, — 2, C . J >j — 3 . 9 = 3t 4 — ; : , 
-')/;♦>?; '/ij^^ff^t /^ ^rt y /:ri fouftiìom linéairoB de 5; enfiti Téquation 

/j^-3,r -1.2, + 3,4. = 

20/' /;»>,: I/fff (utnnUnutiiH 

i 2„ >? -2,, C- 1,, //=l3, ì>-43 
^//!Xjirirri/?rif <!r» fon^Uìon r|r;^ «ept autrcH paramètres en observant que Té- 

l,?-2.C + 3,4,-3,4, = 

fU'imiwuh ; <?n foiu'.tion lin^jairo da ìi\ que Téquation 

ai 1.2,-3.4-3,4,-0 

Ohi. lifiM qtui(lr/itìr|iMt Oli {; qiif! I(»H paminètres >? et sont des fonctions li- 
ii/'MÌn«f (In ^^ r|<*H ("^quaiioiiH 

;'/ I 1.,; ;»,^-|-3,4,, C)7 + 2,^ = 3,y + 334,, 

ni, nnllh rpio rf'qiiniion 

^0-' 1 c-3nV + 3.4. = 

ilnvicMil lino (|iiiulriil.i(|un mi ^. 

21." niH : Oli oblionl Ioh ibnnulos pour les valeurs de 

tlo la luuni^^o nuivanlo : ri^quation 

•*! V — '^ ^ "^ ♦»| •*! T^ ^\ •*• v/ 

^Jouno ; on fouotìoti liiu^airo do ; ; do Tt^quation 

• r -4- ** ;^ 4 - 3 4 
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on voit que est une fonction dont le numérateur est une fonction linéaire, 
et le dénominateur une fonction quadratique, de |; maintenant on remarque 
que $ devient une fonction de 4 de la mème forme que la fonction 6] en 
substituant ces valeurs de ^ et $ dans les équations 

on trouve pour ri une cubique fonction de 4 sur une fonction quadratique 
de I, et pour y une quintique en | sur une fonction quartique de |; enfin | 
est une racine de Téquation du cinquième degré 

>7C-3,y + la2,-334, = 0. 

22.^ cas : Des paramètres 

1 = 3,, ,j = 3,, S = 4,, e = 4„ 9 = 2,, 

^ est une fonction linéaire de | donnée par l'équation 

33^-431-1,2,-1,23 = 0; 

I est une racine de l'équation quadratique 

U + 13 23-1,2, -33 43 = 0; 

rj et 9 sont des fonctions linéaires de o données par les équations 

C>7-l,? + |e-l,2,==0, 43)7-l,? + 335- 1,23 = 0; 

et o est une racine de la quadratique 

ne — l,<r + h2s — S3Ì3 = 0. 

23.^ cas : Les systèmes des équations pour déterminer les paramètres 
1 = 3,, >, = 3,, C = 2„ e = 2„ 9 = 4,, 

est linéaire; C est égale 

3i4t — 3>48+ 1»23 
li ' 

I est donnée de l'équation 

43l=l3C+l|23 — 334,; 

enfin >?, ^, f sont des solutions du système linéaire 

1, 5 — 3, ? - 4, >, + 1, S = 0, 1, ^ - 3, 9 - I3 23 + 33 43 -= 0, 

I3 ^ — 33 9 — 48 )? -I- Ij 23 = 0. 
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L*W4tt: La 



34.' «w: Ote 



Ib 



K la 



; = 4.. » = *.. C = 3L. x = i.. - = 5. 



sn^stae: r ex r sfis 



3 i— 1.^ = 3,4,— 



S €E ]^ iH£ 






l.f — Le — 3.»-: 






3. = -l,e=1.2, — 3,4,: 



1" » 



pAT Ì€S eiwttwv& 



l.f — 4,5-3, ;r-^1.2, = 0: 



n f «s hk ncae <K a ■?riifr»Esgiì 



Sir 



-l.f^I,2: — 3,4, = 0. 



25l' e»: E s^acic Vespri 



l = i,. w = %. : = 3., f = 3,. » = 4ì. 



I,i-4,J-l,ir-^*ìX=0i, LI — l.T-4 :-4,?=0 



f ^ Um- .r».f-;. 



et £ « e 



ec e ^ ìhcsmos amésKO éc t ec f : os sobgccBf ces 



»C — Iti— 1.2:— 3,4,='>. 



eS 9K StvmrK» s f SB USTEK & TéqUOES 



r^-liT-L2iT-3r4i = 0: 



« 



s e( ? ^ 



'» .i *■*' >:i 



Lt-4,x-3,j — 1,2. = 



?J— l,,-l,2.-»-3,4. = 



T- 



l = Lr » = L. ^ = 5.. ? = 3,, r = *i 



c« «ras ±x' p«r k «sbsd- 



i£ 1 I, 2, :t2 2.2,1,». 
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27.° cas: Pour obtenir les paramètres 

4 = 1,, )7 = 1„ C = 2,, 6 = 2,, ? = 43, 

il est nécessaire de résoudre le système des équations 

(i) U->7ff-3,4, + 3.4, = 0, (ii) 175 + 3,9-1323 -3, 4, = 0, 
(iii) 4e + )7C-3.4,-3,4, = 0, (iv) 23i7+l3fl-3,?-334, = 0, 

(V) 2s$+l3C- 3,9-33 4, = 0; 

des équations (ii) et (iv) on a ^ 

ìfjO-^-aifj + be — c^O'j 

des équations (i), (ii) et (iv) on trouve 

H + e^ + fK-k = 0', 

pour Téquation (iii) on peut écrire 

les équations (iv) et (v) donnent 

X5 + f*>7 + vC + pfl + cj = 0; 

de ce système il résulte que yj et K sont déterminées par les équations quar- 
tiques 

{ayj-c)ifi: - i) + (,2C - /)(>? + b){K + e) = 0, 

l{fK-lc){yi + b)+p{ayj-c)iK + e)-(i^y, + yK + <j){yi + b){i; + e)==0. 

28.^ cas: Les équations pour déterminer 

l = 2i, >7 = 23, C=l,, e = 33, 9 = 43 
demandent que 

. ^ lf2f — 3»4f +3i4i 3i4» + 3»4i — li2« 
^ li "" It ' 

dono toutes les sept paramètres 

lij Itj ««) *Ji7 Of, 4|, 4^ 

ne peuvent pas étre arbitraires. 

29.^ cas: Les formes des paramètres 

4 = 2., 17 = 2,, C = l3, fi = 3,, 9 = 43 
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on trouTe de la manière saìyante : le système à résoadre est 

!a ciiiquième éqaation deTient la quadratìque 

\lj{hb-ac) - e{bk — at)^k{b* — a^)\yi* 
. \ (a e -- b h){j k -- ff m) ^ ej {h k — e l) + fm{b* — a*) — 

— k[al — bk) + gn(ah — bc)\fi 

I [h k -- c){j k " gm) -- frn{al^bk) — nj{ah—bc) = 

n\ sul)8tituant let* t'onctious ;, i?, C, et y de >j déduites des autres équations. 
30." ca»: Des cinq paramètres 



o 



'o 



n 



2,, : = l3, 5-3,, ? = 4„ 



; ot »o dótorniinont \nxv lo» óquatious 

et les truii* éiiuations 

•; y9 f l,>, 3.4. 0> l.>7 + tJ.C-3.(p-3,4. = 0, 

tlomiont uno quadrtUÌt|Uo i>our f. 

31.'' Oiis: liii solution do C0 cas, c'est-à-dire la détermination des 

tV>rnies do 

-.iiivit immódiatomont du oas i>ri'códont uu moyen de la substitution 

(5^1, \rl :\ 3. \ 4,) : ( , 5 1, l, 2, 4, 4, 3, 3,). 
:V2:' cu? : Le systòmo des óquutlons iK>ur trouver 

:^.2., ,7 -2,, ; l:,> 0- 3,, ? = 4, 

'»rr fonriiDn dos autros paraniòtros est 

l: L, + 3,? -3.4. 0, l.; + l.>7-3.?-3,4. = 0, 

^!. '^H 1.-3 -3,4, --0, ;; 4.5 + 1. 23-3, 4, = 0; 
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on voit saDS dìfficulté qu'on a 

où L est une abbreviation de fonctìon linéaire et Q est une abbrcviation de 
fonction quadratìque; enfin | est déterminée par l'équatìon cubique : 

L. (S) La (I) - L, (I) q, (0 - e L, (I) = 0. • 
33.° caa: Supposons que les constantes soient 

1 = 2:, y\ = %, C=l3, fi = S,, y = 4.; 
les équations 

S>7 + l/23-3,43-334, = 0, 23 ?-!,>? + 3, 4,-3, 43 = 0, 

donnent deux valeurs à chacune des paramètres C et y?; les quantités 5 et y 
s'expriment en fonction de | par les équations 

!,>? + 1,1 — 4,5-3,9 = 0, U-43fl- 839 + 1,23 = 0; 

et Téquation 

yff-l,^+l.,2-3,4, = 

est une quadratique en |. 

34.^ cas: Quelles fonctions des autres paramètres doivent ètre les 

constantes 

1 = 2,, >7-23, C = l3, 5 = 3,, 9 = 4,? 

Des équations 

1,1-4,5 + 3,9-1,2. =0, l^|_yfi + l,2.-3,4, = 0, 

on écrit les formes suivantes de | et 5 : 

I = (?. (9) I L, (?), 5 = L.(9)|L.(^); 
des équations 

a + 1, „ - 43 5 — 3, 4, = , 1, >, -f 2, 5 - Sa ? — 3. 4, = , 
on a 

>; = e. (?) I <?3 (f), « = 9, (?) I <?3 (?) ; 

enfin l'équation 

e)j- 1,1 + 4,5 -3,43 = 

est une sextique 

L, (?) a (?) C. (?) - 1, (?. (?) ft (?) + 4, L, (^) (?3 (?) - 

- 83 4, L, (?) (?|(?) = 0. 
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• 

35.° cas: Pour trouver les valeurs des conòtantes 

1 = 2,, )7 = 2,, C=l„ ff-3,, (f = i, 

on remarque que les équatìons 

4,e + 23C-=lil + 334s, 43ff-U = li23-3,4., 
donnent 

et les équatioDS 

3,?-l,>? = 4,e-l,|, fi ?-l.>7= 1,4-3,4,, 
donnent 

0-0 mio m ,, - Q^ftrtiqae (;) , 

enfin l'équation 

C>?-33V + l,23-3,43 = 
devient la quintique 

Qiartique (4) L, (|) + (1, 23 - 3, 4,) LI (|) Q, (f ) - 33 L] ($) g, (S) = 

en |. 

36.^ cas: Les constantes à trouver dans ce cas sont 

r-=2,, 17 = 2,, C = l3, fl*=3„ y = 4,; 

les paramètres | et C se déterminent des équatìons 

1.1 - 23 C = 3. 4, - 3, 43 , U = 33 4, + 3. 43 - 1 , 23 ; 

>7 et ^ sont des fonctions linéaires de 9 des équatìons 

l,l+l.>?-4.fi- 3,? = 0, I3 1-43 fi -83 9 + 1,23 = 0; 

et l'équation 

fiv-l,>7 + 23? -3343=0 

devient une quadratique en 9. 

37.^ cas: Il s'agìt de déterminer les formes des paramètres 

1 = 2,, >? = 2„ C = l3, fi = 33, ? = 43; 

en formant les équatìons de condition on trouve i et yj ìmmédiatement ; fi et 9 
sont des fonctions linéaires de C qui se détermine par la résolutìon d'une 
quadratique. 

38.^ cas: Les inconnues 

1 = 2,, yj = 2,j K=Uj fi = 3„ T = 4,; 
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on construit 9 et 9. immédiatement; C et 77 8ont des fonctions linéaìres de 9 
qui est une racine d'une quadratìque. 

39.^ cas: Supposons que les constantes à détermìner sont 

on trouve l ei 9 sans difficulté; >? et ? sont linéaire en 9, et 9 est donnée 
par une équation quadratìque 
40." cas: Des quantités 

| = 2„ >7==2„ C = ls, 5 = 83, ? = 4,, 

on trouve ^ et 9 ; les paramètres >? et ^ sont des fonctions linéaires de 9^ et 
est une solution d'une quadratique. 

41.° cas: On determino les formes des paramètres 

$ = 2,, ri = 2^, ^ = l3, 5 = 83, 9 = 4, 
au moyen de la résolution du cas 39.^ et la substitution 

{9 9 3. 3, 4. 4.) : (9 4. 43 3. 3,). 

42." cas: La construction des formes des constantes 
| = 2„ >, = 23, l = U, fl = 3,, 9 = 4, 

n'est pas si simple; des équations 

1,J_„^== 3,4,- 3.43, K + l.>? = 3,4. + 3,4,, 

nous avons 
les équations 

donnent 

(3. 4s — 3, 4t) 9i (0 ' ^ ~ (3. 43 — 3» 4t) 9i (0 ' 

enfin l'équation 

ey + l,| — l,2.-3,4, = 

devient la sextique 

C,(OC.(0 + (3,4,-33 4,)tl,L,C;)g,(?:)-(l,2. + 3.4.)(?!(qì=0. 

43.° cas: La solution de ce cas, savoir 

|==2,, r,=:2„ l^l„ e = 3„ y==4. 
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se dédoit do cas 34.° par la sobetitotion 

44.^ cas: Ce cas 

Ì = 2,, 3: = 2,, ^=1„ 5 = 3„ r = ^n 

est noe eonséqnence directe do cas 34.° et de la substitotion 

(:?3,3,4,4,>:(954,4.3,3,). 

45.* cas: Les formes des constantes 

^ = Ji, ^ *^ ^: I '»=l3, ^ = «'tj r^^4,| 
se détermìnent de la solntìon da cas 42.^ ao moyen de la snbetitntioii 

(1.1, 2, 3, 4,) :(!,!. 2, 3, 4). 

En tentant de trooTer de semblables transformations dans les espacee à 
an plos grand nombre de dimensions, od peot chercher a déterminer les 
formes des fonctions qui définissent la correspondance Tonine en exprìmant 
les condìtions qne le déterminant correspondant sera capable de représenter 
le premier membre de TéqnatioD d'nne hypersphère. 

Ainsi, si dans Tespace à n dimensions, la ligne droite 

N 

2i*«Vi + ««>o = 0, »= 1| 2,..., Il — 1 

doit ètre transformée en sphère par la correspondance établie par les éqoa- 
tions 

M 

J^ ©t (-A, , Jl],..., An)^t I ?i(A , JL. ,..., Jlj,)^0, 
1 

M 

^^i{Xij X,,..., Xn) Xi -{- ^.y (X j X.,..., X„) = 0, 

1 

réqnation 

doit se rédnire à la forme 

H 

]^i Xi (X,- 4- /S.) + 7 = 0, /S,- , 7 constantes ; 

i 

mais cette réduction est en general impossible, ce qni est dair et de la geo- 
metrie et de la théorie des formes algébriques. 
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Cependaiìt pour l'espace à quatre dimeneion on trouve que la trans- 
formation curieuse déterminée par les équations directrices 

x-^-iZ — iW)z-{X+iY){w + l)^ 0, 

y^{X — iY)z—{Z + iW){w + l) = 

transforme actuellement les droites arbitraires en sphères. 

Les propriétés caractéristiques de cette transformation-ci se révèlant sans 
peine en notant que la droite 

est transformée en la sphère 

I l 1 a-1 . 

\ Z—iW—m — (X + tT) —b =0. 

i X—iY +n Z + iW e 

Farmi ces propriétés on peut remarquer : 1." que la transfer mation n^est 
pas une trasformati ons de contact, comme le criterium de Lie le mentre; 
2.^ qu'elle degènere en le transformations de Lie quand la quatrième dimen- 
sion s'annule; 3.° que la correspondance directe est (1, 1), mais que Tin- 
verse est (1, oo*); 4.*^ que si une droite réelle doit ètre transformée en une 
sphère la sphère se réduit à un point, mais qu'autrement le rayon de la 
sphère est différent de zèro. 

Il n'échappera pas à Tobservation du lecteur que la méthode dont on 
sVst servi ci-dessus peut ètre employée à construire des correspondances entre 
les lignes, les plans et les hyperplans des ordres divers d'un espace à n di- 
mensions, et les hypersurfaces de cet espace, respectivement, non seuleraent 
dans le cas de deux équations directrices de la forme ci-dessus, mais aussi 
dans le cas de v telles équations de cette forme, où v peut avoir une valeur 
quelconque entre 1 et n; en particulier le cas où i/^^^n, quand il est pos- 
sible, donne des transformations ponctuelles. Enfin on voit que ces corre- 
spondances forment des léaisons entre les géométries des hyperplans des ordres 
divers et la geometrie des hypersphères tout-à-fait analogues à la liaison 
entre la geometrie de droites et la geometrie des sphères de l'espace or- 
dinaire. 
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LSS T1U3CSJORK1TI0XS DE CONTACT E5TRE LES SPHtRES 

DE l'bSPACE À n DIMKKSIONS. 

Si on desiane par * , ;:,..., ;« l^j^ coordonnée? du centre, et par p le 
n»\i;u$ ce fa sphèr^. il faut que t'équation 

$015 une nM^uation invariante sous touies Ie> transformatìons cherchées^ car, 
Je la aétìnition d'une transformatiou de contact sohères tansrentes doìvent 
i?5re chan^*et> en spheres langentes; donc, ce qui on sait bien^ le probtème 
se rèfece à la dèterniinaiion des tr .nsf^rmation? conformes ponctuelles de 

re??paoe u • if-^* ;*«« p\ — 1' a ri -- I dimen>ion3; la solution de ce prò- 
Mènxe-ci Lie a trouve iLie-E>*oel, Th^orU- *t^r Tr.ìnsformatioHsgntppen, 
tome lll\ saToir une tontes c^^s transformations conformes constftuent un 

^>utve à — v**-?" 1^ M-r2' paramètre?. en^ndrè par les transfonnatìon? in- 
ttniró^tnales 

Pe la ntètue manière on cr.i::e le rrobleme de trv?;iTer les cransforma- 
cors p*-nc:uelU's c*:i:r^' I^s var^cs .;; : [icay.rs «ie l"e>^^ice à a dimensìons; 
M- Srxic»;.¥L a -iomé l.i >o*,i;:o:: vie ce y/ol-lèx-f 'Ìaes re?r-ai*e onìÌBAÌre 
viV^*c'.vc< Sc/.t- :"*' <. IS*??* ; so:; r-,i:s*-r::-:me:-: se rra-iain rour !e cas de feìspac* 
à % ix-:r>-:c*> rar ur sei:* srrÀrcenTec: ò^is ì-iit^e<- 

■i-^cLS ▼'ir'«*ce?? Ar"r:ca'r-*<. Or se TT-.'rcise if i-f^Tr-r-rr? uoira? les :rajL*?fjr- 






A ■« =* M- ' S • JT «. -• X.1» S . m JT . •• S f^i^ 
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qui changent la couple précédente en une couple de variétés 

encore applicables. 

On fait le changement de variables 



dono il faut ed il suffit que Téquation 

Ìiidxl-{-dx'l^) = 

soit une équation invariante sous les transformatìons 

-^li ^^^ fìj \Xìì ì *^itì • • • j Xin 9 *3/2, j i X fiy., , ^ t X jn S 
-A2j = y2i (•'^11 j •'^i») • • • j •'^m) ^ X 2ÌJ 1 3J 22 ) • • • j * ^2n)} 

c'est-à-dire que ces équations ci définissent une représentation conforme de 
la variété (a:,i, a:,a,..., a;,„, a:',,, ic'^av) ^'an) sur la variété {X^j Xi,,..., 
X,n, X'ny X'22j'") ^\n)] niais d'après le théorème de Lie toutee ces re- 
présentations conformes constituent un groupe de transformations semblable 

au groupe à — (2n + l)(2n + 2) paramètres de toutes les transformations 

par rayons vectores réciproques de l'espace à 2 n dimensions. 

A une couple réelle de surfaces S^J S, ils correspondent oo 
'couples réelles 2^, 2,; si on exclude les couples qui on peut faire coincider 
par mouvements et par transformations de similitude, on a oo^('*+«) différentes 
couples correspondantes. 



Les TRÀNSFORMATIOIIS DE CONTACT ENTRE LES LIGNES ASTMPTOTIQUES 

ET LES LiaNES DE COURBURE. 

Il y a une autre catégorie intéressante de problèmes dans la geometrie 
des transformations de contact; cette catégorie se compose des questions où 
on cherche à trouver les transformations qui changent une surface en une 
surface de la manière que, à une famille des lignes remarquables sur Tune 



• . *^ • ' 



-v. 



•'•liiiL :' 






!• 



l»«' 






■.. ■■Il 



^•. 



'•• . . •••il: *■■■; 



A.. 



•*t ■ • 



-♦•■ » 



. . - . l .. _* . 



■»r » ■ • ! :•*•■- »L? 



..iAUi.^ 
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Mater 



[PQ] = [P r] = [QX] = [X Y] = [XZJ ^ [YZ\ = 0, j 



/ 



[PX] = [Q Y\=\, [PZ] = 1 [QZ] =p==0, ) 



(2) 



où 



94» 



Q 






*P^-^F^' «!», = _, «t* = $^ + p d», , «tv = «I»y + g «t, . 



(3) 



Pour que les lignea asymptotiques se transforment en* lignes de courbure 
il faut que la forme 

iì^\ii-{-P*)S—PQR\dX*-\- 



) 
-[.\{l + P*)T-il-\-(y)It\dXdY^\PQT-{l-^Q')S\dY' ) 

soit égale à zero en conséquence de l'équation 

rdx*i-2 8dxdy +'tdy' =^0. 



(4) 



(5) 



Pour développer la forme (4) on observe d'abord qu'on a (Voire la note 
de M. VivAHTi, Rendiconti Circolo Matematico di Palermo, tome V.) 



où 



V(x, y)' ^-<?(X r)'~?(x, r)* HXy)' 



<f(U, V) = C7(*' F<y) — U(y) F(*) s 



JJy Vv 



+ 



+ 



JJy Vy 

IJx yx ; 

^1 V, : 



r + 



( 



j7« pr» 



K, r. 



+ 



f/y Vy ': ) 



« + 



< + 






(rt-8*), 



jj(x) ^ux^rUp + sUq, 17<y) = Uy + sVp-^tUq; 



et aussi 



rfX'=|X(*)(ia; + X(yMy|', 
rf Xrf F= J X(*) d X + X<y) dy\\ Y^ (i re + T'y) (i y ' , 

dY*^\ Y^'^dx^ F'y'dyj», 
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En posant 
y(P, Y) = A' +Fr -\-C'8 -\-D't -\-E'{rt — 8*) ^f{X,Y)B, 



I 



\ 



f (.V, P) = A" +B"r + C" s + 2)" < + E" irt — 8*)=f (X, Y) S, > (5) 
<f (.Y, $) - ^"' + 5'" r + C" 8 + 2)'" t + ^" (r < - s*) = 9 (X, Y) T, 

K"'PQ-K'{l-[-Q*)=^K,, 

K"'{1^P*)-K'{Ì + Q*) = K,, . 

K" il + P*)-K'PQ = K», ) 

et remarquant en passant que on peut avoir les équations simultanées 



(6) 



(7) 



le déterminant 



1+P» -PQ 

l + P* -(i + g») 

PQ -(! + (?•) 



(8) 



(9) 



étant égal à zero identiqucmcnt, on trouve pour la fonction iì la forme suivante 

+ 1 2 A/, y'<'> r<y) -i- a/, ^x(«) y'(y) + x<y) }'(*J) -f- I 

-}- 1 A/, ( r<y>)» + Af, y'(y) x<y) -i A/, (X<y))' | d y* 

Mi = Ai -t B, »• + e, s I Di t -\- Ei (r t - s'). (10) 

Dono on aura 

ii = (y, »• ^ y«) d a;' + (2 9, s + 9j) (i a: d e/ -f (y. < 4- ^,) d y', (11) 



où 



où 



2 X' A-p ^ + X*" B -[ (X* .4 + 2 X* Xp B.) r + 

+ (2 Xp X, ^ -u 2 X* X, B • 2 X* X, C7) s + 

+ (2X*XpZ)-i-X*'-E)< 
+ X^ B r« + (2 Xp X, B -f X* C) »• s f 

+ (X; Z) + 2 X* Xp E) r M- ( 2 Xp X, D h 2 X* XgE)st 
+ (Xi 5 -( 2 X'p X« C - 2 X^ Xp ^) s' -! 

+ (Xi, Er~ 2 Xp X, ì; s) (r < - s') ■ X* i? s« / ; 



/ 

\ 



(12) 
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2 9, = (2 A'* Xp + 2XyXq)A+2X''XvC4- 

+ \2 XI A + (2 X' Xp ■{■ 2 Xv Xg) B -\- 2 XV Xp C \ r 
-f \2XpXqA + {2 A'**Ap + 2XvXg)C-2X'>XvE\s + 

+ \2X\A -I 2 A* .Y, C+{2X'>Xp + 2 Av Xg)D\t 
4 2 Jf ;, B »•' 4 (2 Xp X^ B + 2 X- C - 2 Xy Xp E^) r s 4 

4 J2X:,B + 2XpX/C+2X;,Z)-!■ 
+ (2 X* Xp 4 2 Xy X,) Ì7 J r < 
-I- i 2 AV X, C - (2 X* Xp + 2 Xv X,) E\s' + 

+ { 2 X', C + 2 Xp XgD -2X''XgE\st + 2 X^ !>/« 
+ |2X^Er + 2XpX,^s4-2 X-,£^<|(r<-s'); 

?, = 2 xy Xg i4 + Ay'Z) + (2 Xy Xg B -}- A^' £^) r + 

4 (2 Xp Xg i4 + 2 xy X, C 4- 2 Xv Xp Z)) s 

4 (X* yl 4- 2 xy Xg D) t -F (2 Xp Xg B 4- 2 Xy Ap E) r s 4- 
4 {2X\B 4 2Xy XgE)rt 

4 (2 ApXgO 4- Xl,Z> - 2Xy Xg^)s* 4- (X',C 4- 2Xp XgD)st ■\- 
4- X* J&<' f X%Ers*-\ (2 X, XgS + X'/0-2?(r< -s'); 

?4 - X'^'A 4 (2 X* Xg ^ + X*' C) s-\- X'^Dt-\- 
^-{X\A 4 2 X* X, C — X*^ £) s» 4- 2 A'* Xg i) s < 
4- {X\ C - 2X=' Xg) s" -}- XlDsU- XlEs*', 

?s = 2 A* xy ^ 4 (2 xy Xp ^ 1 2 X'> Xy B) r 4- 

+ (2 X* Xg ^ 4- 2 X* Xy Z),) t 
+ (2 Xp Ag >l 4- 2 X* Xg B 4- 2 xy Ap 2) 4- 2 X* Xy E)rt + 

+ 2 Xy Xp B >•' + 2 X* Xg D <» 
4 (2 Ap Xg Z) 4- 2 X* A'g J?) r <M (2 Xp Ag B 4- 2 Xy Ap ^) r* t + 

4 2 Xp Xg E »•' <« ; 
9e = xy' ^ 4- Ay' B r 4- (2 Xy Ap A 4- Xy' C) s 4- 2 Xy X, B r s 4 

4- (A* ^ 4- 2 Xy Xj,C—Xy'E) s* 
-{■ X'pBrs*-\-{X\,C-2XyXp)s^ — X}^Es*\ 



' (13) 



(14) 



(15) 



(16) 



(17) 
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où 



X*' K= x** ir, + X* Y' K, + r*' ir, , 

Xp A ^ Xp Kf -f- Ap Yp Kf -j- l'pXi, 
A'V K~ Xy' ir, + A'y >'y A', + >-y' iiT, , 

X\ K= X\ K, + A', Yg K, + Y\ K,, 

2 A'* xy A' = 2 X* A'y A^, + (X* Yy + A^y Y') a; -i 2 r« yy A^, , 

2 A, X, A' = 2 Xp X, A', -f- (Xp Yq + A', y,) A, + 2 Yp F, /f, , ; (18) 

2 xy A'p A = 2 A'y Xp A, + (xy Yp + Ap ry) A', + 2 Fy Tp A^, , 
2 X* A, A's 2 X* X, A', + (X* T, + X, Y») A, + 2 1'* F, iiT, , 
2 (X* X, + xy X,) ìTs 2 (A* Xp ± Xy X,) E, + 

+ (X* Yp + A'p r* ± xy r, ± x, yy) k^ + , 
-}-2(F*rp± yy r,)^,. 

En comparant l'équation 

il = (19) 

avec l'équation (5) on trouve 

v(x, r)=:=o, y. = y, = y, =;= 0, 9,==9>, = 9. = o (20) 

pour toutes les valeurs dea quantités r, s, ^', ce qui donne les équations sui- 
vantes pour obtenir les formes des fonctions X, F, P, Q'. 

X*' .4=0, (21) X^ ì;= 0, (24) X*' D -= 0, (27) Xy' 5 = 0, (30) 
2X*Xy.l=0, (22) 2XpX,^=0, (25) 2X*X,D-0, (28) 2XyXpB=0, (31) 
xy ^=0,(23) X=,E = 0, (26) X|Z) = 0, (29) X},B=0, (32) 

2 A'y Xp .4 4 2 X* X'y B = 0, (33) 

2 Xp Xj B -} 2 X'y Xp e; = 0, (38) 
2X*X,^-| X*'C = 0, (34) 

2 X* X, C f 2 (X* Xp - Xy X,) i) = 0, (39) 
2XyXp^-! XVC-O, (35) 

XJ, C - 2 Xy Xp JF = 0, (40) 
2 X* X, A A 2. X* X'y D = 0, (36) 

X\ C - 2 X* X, i? = 0, (41) 
2 (X* Xp - xy X,) B - 2 xy Xp C = 0, (37) 

2 Xp Xg D + 2 X* X, i? = 0, (42) 
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2(X*Ap-XyXg)^ +2X*'5-2X*XyC = 0, (43) 

2 {X^ Xp - Xy X^) ^ -f 2 X* Xy C- 2 X.v'/) = 0, (44) 

XlA-{-2XyXpC-Xy'E = 0, (45) 

X»^ + 2X*XgC-X^^£? = 0, (46) 

2 XJ 5 + 2 Xp Xg C - 2 (X* Xp - Xy Xg) £; = 0, (47) 

2 Xp Xg C + 2 XJ, D + 2 (X^ Xp - Xy Xg)'£* = 0, (48) 

2 Xp X^ 4 + 4 X^ Xg B + 2 (X* Xp - X^ Xg) C +2X^XyE= 0, (49) 

2 Xp Xg .4 + 2 X* Xg B + 2 Xy Xp D -f 2 X* Xy E = 0. (50) 

Il faut observer que les équations (43) et (44) ne peurent pas ètre égales 
à zèro identiquement parce que elles résultent des termes du degré zèro des 
différences 

?1 — ?2 > ?2 — ?8 • 

La détermination des fornies des fonctions A", F, P, Q au moyen de ces 
équations de condition est assez difficile^ eependant on peut résoudre le pro- 
blème indirectement. Nous avons déterminé dans une Note précédente les 
trànsformations de contact entro les lignes droites et les sphères, et Lie a 
remarqué que toutes les transformations qui changent les lignes asymptotiques 
en lignes de courbure transforment aussi les lignes droites en spbères, dono 
pour trouver les transformations entro les lignes asymptotiques et les lignes 
de courbure il faut employer seulement les operations de diiférentiatìon et de 
substitution. Le procède est simple mais tres-laborieux, et il faut réserver 
les résultats de cotte computation longue pour une autre communication. On 
conclut néanmoins facilement au résultat que les fonctions X, r, P, Q dé- 
fìnies par les équations 

4 

1 

4 



3/1 Xj X^ — y^ fl/g — 0j x^ — ly % — Y Ij 

wf (Ojf iù^ (ùj 



ft)J wj iùf 0)^ 
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ou par les équations 



0)8 = 



^ («u- 



w. 






X 



X 



Xi — Xj ìTj — y j x^ — z^ •>■ 



-1, 



(i>: 



8 



Oi 






&>8 



(i> 



0> 



-Y 



Oi 



L 
r 



constituent deux familles de cc'^ transformations de contact qui changent les 
lignes asymptotiques en lignes de courbure. Chaque famille contient la tran- 
sformation de Lie; la première famille la donne pour 

flj4 = flgi = ^38 = fl^is "= i ^ 

et toutes les autres constantes égales à zero; on la trouve dans la deuxième 
famille en posant 

«a = — «21 = «83 = — «48 = 1 J 

et toutes les autres constantes égales à zero. 

Dans certains cas on peut réduire les équations de condition et en nombre 
et en forme. Consìdérons les determinante 



G = 



Y«' ^x yx yas' 

2 x" XV X* yy + xv f* 2 y yv 
xy* X* Yv yy' 



//= 



/ = 



.7 = 



Y- 


Xp Kp 


Yl 

1 


2 Ap Xq 


P ig + Ag Ip 


2 7 Y 

ù ip ìq 


Y2 


Y Y 


y2 


Xx^ 


A* y* 


! 


' 2 A'^ A'^ 


A^ r, + Ag r^ 


2Y«Y^ 


X- 


Y Y 


Yl 


xy" 


Xi' l'y 


}'y' 


2 Xy Ap 


AyFp + Api'y 


2 l'y Yp 

1 


Y2 


V 7 
^\|, ip 


>•?. i 
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Les cas suivants s'cxcluent 



1." 

2.° 

4.° 
5.° 
0." 
7." 
8." 
9." 



G=i=o, //■=;= 0, 7=;=o, j=;=o 

G=|=0, ff= = 0, 7 = 0, J=I=0 
G=[=0, fl"=0, 7=1=0, j=;=o 

G = 0, H=!=o, 7=;=o, j=;=o 

G=;= 0,^ = 0, 7-=o, j=;=o 

G = o, H=;=o, 7 = 0, j=;=o 



;=o, j = o 

= 0, J = 

= 0, J = 



(?=;=o, J7=;=o, 7=; 
(?=l=o, fl = o, 7=; 
^ = 0, ff=;=o, 7=: 

en efFet si on t7=|=0, il existaient les troìs équatìons 

B. = B, = B, = ; 

de plus les équations (33), (35), (37), (38) et (40) donnent 

Xy'C=2XvXpC=XlC = 0; 
donc on a 

C^ = Gj =: Cs '^^ j 

de ces équations-ci et des équations (43), (44), (49), (50), (47) et (48) on 
trouve 

Xv'D = 2XyXpD = XlD = 0; 
donc 

D, = D, = D, = 0. 
Mais les équations 

B, = B, -= 7?, = C, = Cj = Cs = A = A = A = 



et les équations 



Ai = At = At = Ei = Es = E3=0 



ne peuvent pas exister simultanéraent ; car si toutes les- forraes Jj, A^, A^ 
etaient égales à zèro, les équations (43) et (44) donneraient 

?l — ?« = ?2 — ?8 = C^* 

D'aìlleurs si nous avons 
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les équations (23), (33) et (45) donnent 

À'y' ^ = 2 A'y Xp ^ = A'J il = ; 
donc 

^, = ^ = ^ = 0; 

ainsi toutes les quantités ^,, E^^ E, ne sont égales à zèro et on a 

donc les cas 1.", 2.", 3.°, 4.°, 5.°, 6." disparaissent. 
Maintenant supposons qae 7=s0', ainsi 

Z), = A = A=0; 

des équations (34), (36), (39), (41) et (42) on trouve 

A'** C = 2 X* X, C = X2 C = ; 
donc 

C'=C.= C. = 0; . 

encore des équations (43), (44), (49), (50), (47) et (48) on a 

X*'B = 2X*X,5 = X*B = 0, 
qui demandent que 

Bi == Bg = Bg = 0. 

Outre cela on observe que, si on a 

J=;=0, E, = E, = E, = 0, 

on trouvait des équations (21\ (34), et (46) 

A,=^A, = A, = 
co qui n'est pas possible; ainsi si on a 7 =1=0, on a aussi les équations 

et les cas 7.", 8.", 9." s'excluent. lis restent les sept cas 

10." G - 0, H = 0, / = 0, J = 

11." G=|=0, ff=0, /=0, J=0 

12.° G = 0, H^- 0, 7-0, J = 

13." (? = 0, H = 0, 7=1=0, J=0 

14." G = 0, 7/ = 0, 7 = 0, J=|= 

15.° G = 0, 7r=0, 7=1=0, J=lxO 

16." G =1- 0, 77=1= 0, 7 = 0, J = 0. 
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ConsidéroDS encore les deux cas particuliers suÌTants 

^. = 5, = B, = C. = C, = C, = D, = A = A = Oj (i) 

^, = ^,= ^ = C,= C,= C, = J5;, = £?,-^, = 0; (ii) 

pour le premier cas on a aussi les équations 
X*' A = 2X''XvA = Xv'A = 2X''XgA=2 Xv XpA=^ \ 

= 2 (X* Xp - XV Xg) A=0, 
XlE = 2XpX,E^XlE = 2X''XqiJ = 2XyXpE'= ) (ni) 

= 2(X*Xp-XyX,)E=0, 
X| ^ - Xv' J5; = 2 Xp Xg i4 + 2 X* Xy A" = X« .4 — X*' E = ; 

pour le deuxième cas on a des équations tout-à-fait semblables. ' 

Le premier cas donne une démonstration analytique * de la propriété de 
la transformatìon de Lie. En eifet, les équations définissantes de la transfor- 
mation de Lie sont 

X^iY = -z-xP-^±^, X-iY = t±l,. Z = P-^±^, 

q — X q — X q — x 

q -\-x * J + * 

dono on a 

„^_ 1 (p + v)(l-g*) 1 l-qt 

Y _ 1 J-^* V 1 (1 - uj») (p + y) 

y. i ÌP + y) (1 + q*) yy ^ i 1+9' 
2 (J — x)* ' 2 q — x 

Y 1 (^ + ^*^ Y -i (1 + x') (p + y) 

P^ 2 3 — a; ' «~ 2 {q-x)* ' 

^' = r-r4.» ^^ = 0, Pp = o, p, = J44i» 

o« — ilLzi!). ny_o o -n o _ (i — »') (g« — i) 

En posant 
fA-^a, fA' = »'\ fA"' = a", fB=&, fF'^fi", fB'"=fi"\ 

gD'^d', gD"=d'\ gD'"=$"\ fE' = t\ fE"==e", fE"' = i'\ 



s« 



L*9«tt: Les traHsfòrmatioHS de contact 



où 



/"^-(•? — x'i^ + xì*. s 



^ 3(? — J>« <7 — x)* ^ 



»/ 



nott$ «Tv>ii$ 



i =-.^ =^ -«\ 
; == — iM -ux*^ l^c'V : =1 — a'x*. J =1«1— T«l 1 — o*K 

^ * A ^ X • 

«IvHJO 

. _ i 11 - r* . _ i\i-r' . _ _L u^ 



x>» 



r _ ^ yi — J* - r _ »\"1— J *^ r _ ^ ( I — J*V^ 

U = B. = B, --= e == e, = e, = A = A = A = 0^ 



r^c^»$ ea Ir^cTie? ie <car%»r>f, 

* » * » •• * 



X» J» 



». « A. • 1'. 



= 4 



.^ 



V 






^* ^i 



*< * •**!•" *Tfc 



- 4 -\- 



.^ 


-*-' 


-m. • 


-^c 


V M 


* f 


r? 


T" 
-« 


X' 




j' 


i, 


^À" S 


V 


Vi 


V 




* J 


^ 


-' * 


X* 


Jt* 


X, 




"•** 


"« * 


-^f 


- * 



fiL 






= X' r- - X? y*. 



e V * 'I-i 



-•=^ •. «V4 -V^ - 



— .^. -/ 



-V - .1 • 

C "Ti 
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X, = 2 (X» Xp—xy Xq), n, = X» Fp + Xp Y' -xyYq— Xq rv, 



0-i, i^i, ".) = 



Y V 
'^P 'p 

Xq Yq 



= 0. 



*•{ f*.- Vi 

2 Xy Xp Xp Yy + XyYp 2 7* Yp 
2 X" X, X, Y» + X'Yq 2 r* K, 
pour la transformation de Lie od a 

parce que on a les éqaations 

' X* xy 

1 Y" Yy 
Pour une transformation de contact quelconque on a 

» [xy] = o; 

donc la forme du déterminant (z.,, u„ v,) montre qu'on a 

xy Xp xy Yp + Xp yy Yy Yp 

i X» Xp — xy Xq X* Kp + Xp y* _ :vy y, — x, yv y* yp — yy y, 
i X* X, X* Yq + X, y* y* Yq 

pour une transformation de contact quelconque. 

Encore on observe que les quantités Ai, A„ i4,, ^,, J?,, £', dans la 
transformation de Lig satisfaient à la relation 

pourque cctte relation soit vraie pour les équations 

2 XyX„K.= 2 X» X„ K= 



= 



il est nécessaire et suiiìsant que la relation 



X* A'y 1 


P 9 


X» Xp ; 


1'* Yy 

1 


y Y 
^p u 


y Yp ' . 



xy X, 
Yy K 



= 



ait lieu ; en vertu de l'équation [X y] = 0, la dernière relation s'ecrit dans 
l'une forme et l'autre 



X' Xp * ' X» Xy 



1'* y. 



1'* }y 



Y Y 
p 1 

Y Y 
'p 'h 



XV Xq * 



X' .Yy 



Y Y 
p * ? 



Yy Y, , ; y* Y'J , ; Yp 1', 



= 0, 



H ■ 
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TrANSFORMATIONS de contact qui CHABaENT I.E8 LI0HE8 ASTMPTOTIQUES 

EN MONES ASTMPTOTIQUES. 

La forme 

<f = RdX*-\-2Sd Xd Y+ TdY* = 
(levient 

ih r + h)dx'-\-i2 h + 'ì'ddxdy + i^t-h ,p,)dtf = 
où • 

'Pn "/-j) «^3) iti iiì "Pt 
se dérivent immédiatement des fonctions de la note précédente 

fi» ?«> r»> 9iì ?6> %i 
respectivement, en posant . 

A', B', G\ U, E', A", B", C", D'\ E", A"\ B"\ C", D\ E'" 

au lieu de 

■4«> ^«> ^»> D*ì Ei, i^s, Bj, C\, Z)j, jE?j, A„ B,, C,, Z),, ^i, 
respectivement, et en écrivant 
A'*' A s X*' ^' + 2 X* y* ^" -I- r*' ^"', 

X| .4 = XÌ ^' + 2 X, 7, ^" + Yl .4", 

X* Xy ^ = X* Xy A' + (X* rv + Xv Y") A" + y* yv A'", 

X, x„ A = X, X, A' + (X, r, + X, y,) /i" + i; n ^"'. 

Xy" /i = Xy' ^' + 2 Xy yy A" + yy ^"', 

X|^ = X^^'-h2X, y,^" + y2^"', 
X" X, A^X' X, A' + (X« y, + X, y*) ^" + y* y, A"\ 

A'y Xp ^ = Xy X, /i' + (Xy y, + X, yy) >i" + Y'j y^ a"', 
X* X, A = X''X, A' 4- (X« y, + X, y*) >i" + y» y, ^"', 

Xy X, .4 = xy X, A' + (A'y 7^ + X, Y'J) A" + yy y, /l' ' ; 

Pouf que l'équation <t> = soit une conséquence de l'équation 

r d X* + 2 s d X d y + t d y* = 
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il faut que les relations 

y(X, Y)=\=0, ^, = ^, = ^,=1=0, ,/,, = ^, = ^, = 

aient lieu pour toutes les valeurs de r, s, t] dono on trouve les équations 
suivantes pour les fonctions X^ Y^ P^ Q : 

jf *' A = X" Xy A ^ A'y' ^ = 0, 

Xy'B=^XyX^B = XlB=^0, 

XlE = X,X^E = X\E=0, 
XvX,A+X'>XyB = 0, 

X^X^B + XyX,E = 0, 

X' X, C + (X* X, - Xy X,) D = 0, 
2XyX^A + Xy'C=0, 

X^C— 2XyX,i;=0, 
(X* J^ — Xy XJ B - X'y Xp C = 0, 

x^c— 2X*x,£; = o, 

X»X,^ + x*XyZ) = o, 

(X*X, — XyX,)^ + X*'5 — X»XyC=0, 

X^.4+2Xyx^C7 — Xy'jE; = 0, 
(X*X, — XyXJ^ + X*XyC-Xy'Z) = 0, 

XI A -^ 2 X" X,^ C — X"' E = 0, 
X2B + X,X,C-(X*X^-XyX;)S = 0, 

X,X,^ + 2X-'X^B + (X*X, — XyX^)C+X*Xy£=0, 
X, X, C + X| D + (X* X, - Xy X,) £?= 0, 

x,x,^ + x*x^B4-xyx^i) + x*xy£: = o. 

Soìent Ics transformations des transformations ponctuelles; il faut d'abord 
que 

X^ = X,= r^= y, = ^^ = ^, = o. 
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Les équations de conditìon se réduisent aux équations suivantcR 



X*' A = X*XyA = Xv' ^ = 0, A'* Xy B = Xv'B = Of 

X«'C=Xy'C = 0, X^"D = X'XvD 
X'' E = X*XyE= Xy E = 0, X*' B - X* Xy C = 0, 



= 0, 



d'ailleurs 

A' =yyP'— r^Py, B' =YyPp, C =YyPg—Y^rp, 

D'=—Y^Pg, E' = 0, 

A" =X^p!f-X!/P', B" = — XyPf, C" —X'^Pp-XyPq, 

A"' = X^Q!f-XvQ^, B"' = -XyQp, C" = X^ Qp- Xv Q,, 

D'" = X^Qg, E"=0. 

Il faut distinguer deux cas suivant que le déterminant 

X"' 2 x^ r-' y^ 

X^Xy X'^Xy + XyY" Y^Yy 
xy' 2 Xv Yy Yy" 

soit égal à zèro ou différent de zèro. Ce déterminant est égal à 



ò? = 







^gS Xy 


x^ xy 


s 






— — 


Yx Yy 


Y^ Yy 




V ? 



X, 

Y, 

-1 



Considérons le cas oii A =^ ; en observant que pour une transformation 
ponctuelle quelconque 

Tr(x, r)P=r(Z, r), «(X, r)g = ,r(x, Z) 

où 

ìix My Mg 

Nx Ny N, 

p q -1 



t:{M, N) 



on voit que les fonctions P et Q deviennent ou infinies ou indéterminées ; 
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dono on peut avoii 


* seulement 


A = 


= =0; 




il suit que 










yyp-_ 


yxpy_ Y^ 


p»_ 


X" F' . 


= X'9''- 


c'est-à-dire 














jrx 


P' 


<?'. 

<?'" 


d'ailleurs des équations 










[P. 


n = 


[<?, ^] 


-0 


ou trouve^ daus le 


cas de transformations ponctuelles 


mais les relations 


.X' 
X" 


Qp 




. Pi. 




X' 


Pi 
Pp' 


7' 


_ Qi 
Qp 



X» (?'^ = ; 



contredisent les relations 

[P,^ = [Q, i-J^P^hO; 

donc, si A =1= 0, on a ou 
ou 

mais l'evanouissement de X^, X", y et Y^ est incompatible avec le non- 
évanouissement du déterminant A; donc on conclut au résultat, si 

J\p 5^ Jiq ^= y p ^= Yq =** ^p ^= ^^ =^ U| 

dono 

c'est-à-dire, d'après les résultats d'une note précédente, les transformations 
changent les plans en plans; donc les seules transformations ponctuelles qui 
cbangent les lignes asymptotiques en lignes asymptotiques sont les transfor- 
mations du groupe projectif. 
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Réciproquement, d'une étude semblable da déterminant 



H 


2 Ap Ag 


^\ 


Aj9 \q 


Ap Iq -^ \q Ip 


IV r. 


y% 


2 }> }', 


n 



on trouve que 

Ap = /p = Ag == \q == 

est une conséquence de 

et des équations de condition. 

Considérons mainienant les trois détenninants 

on yerifie facilement que les cas 

L = 0, 3f=0, .V==0; L = = 0, 3f=|--0, ^^ = 0; 
L =1= 0, Af =1= 0, xV=j= ; L = 0, Jf = = 0, 2V^=1= ; 

donnent des contredictions aree les équations définissantes d'une transforma- 
tion de contact. 
I/OS cas 

L=|=0, Jf = 0, A"=1=0; J^=;=0, 3f=0, ^ = 0; 
donnent 

Xp = Xq^ Yp = Yq == P' = P' = Q' = Q^ = 0. 

et de ces relations on a 

Zp = Zq =^ 0. 

Des cas 

L = 0, Af==0, .V=:=0; L = 0, 3f =1=0, N = 0; 

on trouTe ou 

Xp = Xg= Yp= Yq = Oj 
oa 

le premier cas donne des transformations projectives. Pour le deaxìène 
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oh 



I 

I Afa?, Atfl?^ . 



Aia?. Aix 
Afa?^ Af^ 



As 



Afta?, AfidP, • • • Afiap, Aftjr 



XjXi = 



dxi 



Pi Pt • - • Pn — 1 

est A^»^ se derive de A en remplagant la t''^"'* ligne par 
et aussi on trouve 

P»' DJ) 



où 7)^*) se forme de A quand on remplace la t*'^'^' ligne par 



D'ailleurs 



Pf'Xt PfXt • • • PfXn Pfz • 



dXi=Xisdz+y,jXi^jdxj, 



et en construisant Téquation aux dérivées totales 



n 



li 2i Pij ^ ^i dXj=0 



on Toìt qu'elle réduit à l'équation 



il = 



•/J^VM. ^^-ÌBO^ • • • -A 



ì». 



Afa?, Afflp^ . . • Af-p^ 



Afta?, A^ap^ . , • -^n»^ 



Afa?, A|jp^ • • . A|ap^ A IX 



•fd?. 



Afàp^ • • • Afa?^ X^s 



^wop, -^#iap 



Afiap. • • • Al 



»iap„ -^«x 



Ar. ^:». • • • Zx^ Zg 



n 



\lil}Pijdxidxj\-]-'P = 0] 

1 
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l'évanouissenient identique pour toutes les valeurs de pij pij^ de l'expansion 
de iì donne le système suivant des équations aux dérivées partielles pour les 
fonctions inconnues: 

^Xi ^jx^xu -^jx, ^r,,Xk + ^ \^Xk ^jx,Xk ^jxi, ^x.xj = 0, 

.'^n+i = 2^, ^ i, A:, /=!, 2,..., n + 1. 

Il est commode pour l'integration de ce système à diminuer le nombre 
dos variables par unite et à écrire le système : 

^^:r, ^j.ViXi — (fjrt ^i^r.-rr, = 0, (u) 

?tr, ffjr^rj, — (fjr, (fur.rr^ + 2 ((f,^,. ^j.^vr,. — (fjr^. (fiX.X,) = 0, (6) 

<Pir, (fjr^i + (fix, 'jjr.^r, + ^it^ rjr.r^ — ^^jr, ^,x^x^ — 'jjr, rtr.Xt — ?i>^/ ?tr,n. = ', {c) 

on déduit des équations (a) que 
dono 

firj = ^^H^iì ^2r--> ^j-«> ^j-f«)--M ^n^^ixj^ ^Ì=l) 2,..., «. (^) 

En substituant ces valeurs dans les équations (i) on a 

(«I.U _ .1..') y,, ,^ 0.,. + 2 *^;, (y../ = , (/■) 

*)Ì = 1> 2,..., n. ] 

Les équations (r/) donnent 

en vertu d'égalité 

En différentiant les équations (/") par rapport à a;, et Xj on a 

l'i:; ?.r,x. t..r, — (**■' — *'^') (?.u-.x.x. 'ru, + ?.x.x. ?.x<x,) — 

— 4 «t^, <fu, ?.x,x. = , . 

^i!, Uw ?.x. + (**■' - <^<'■) (?.x,x,x, ?.x. + r.x,x, ?.x.x,) - 
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En éliminant les quantités furjrj et (ftjrjxk ^^s équations (h) au moyen 
des équations {f) et {g) on trouve après une réduction facile 

L'élimination des quantités 
au moyen des équations (e) donne 

en intégrant on trouve 

1 ^ 

°'*-' aij(«l, Xt,...', Xj-i, Xj+i,..., «n) «j + Pij («1 , «!,..., Xj-i, Xj+l,..., «n)' 

et enfin 

où les formes 

«y) /3y-, /ij, (J,;; 

Bont des fonctìons de 

donc la fonction (fi est une fraction dont le numérateur et le dénominateur 
sont des fonctions linéaires des variables a:,, ar,,..., Xn^ 

Les équations {e) demandent quo les dénominateurs soient les mémes fonc- 
tions à une facteur prés; on le voit en supposant que 

a (xi , a?« , . . . , Xn) P (xi , a?! , . . . , aJn) 

y (a?i, iCf,.. ., Xn) ^'^ 8(xiy Xi,. ..y Xn) 

où a, /3, 7, cJ sont des fonctions linéaires par rapport aux a?i, rr,,..., »:«; les 
équations (e) donnent 

fixk yM^Pj'fc — M^O __ <^'*(a^l, Xij .. ., xk-i, a;fc-n,..>, a?n) _ 

(fjj-k S* (y «^A, — « yo-it) 4>i* (a?i , a?f ,. . . , xk-i , a?fe+i , . . . , ìPw) "~ 
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vantcn : 

X^P^-r,Qy:=^0, X^Py-Y^Q-^0, A^, = 0, Al, = 0, 

Yp Q^ A^y f- Y^ Qy A^p = 0, [X YY + 2 1 Ag, Ayp + 2 V Ayg I = 0, 

X^ Yp A^y + Ap Yq Apj. =^ 0, Jfy Yp Agy 4 JTp yy àpx = 0, 

'V^ KpAp;, f Xp Y^^q,J + x^Yq^yp + Xq Y^^py + xyì\^sp + 

+ XqYyAyq = 0, 

x^ y^^J^^ + Xq Y'^,p^xy yp^^pi•XpYy^yq = X'Yq^^ + 

+ Xq y*Ayg = o, 

Xp Yp Ajep + ^q Yp Ayp + ^^p Y^ àpq = Ag T^ Agy + -X], Kg Agj. + 

+ Xq Y^àpq = Xy Y^Aq^ + X' Y'Sp^ + X* Yq^^ = ; 

co ftyHtòme ent équivalcnt au système suivant 

X,P'-r,(?^=A., = A^ = A,, = 0, 
X,i^''-r,(?' = A,, = A,, = A,, = 0; 

co (]ui donno Ics transformations dualistiques. 

Kii concluant on obsorve quo lo problèmo précédent et sa solution peu* 
veni Atro ffcnoraliséH pour un ospaco à w + 1 dimensions. 
Kn oifot, Hoit 

Xi -"» .V<(aJ,, OPi,..., Xn^ ^), Z= Z{Xij Off,..., Tnj z)j t = 1, 2,..., w, 

une trunslornuition ponctuollo qui no chango pus Téquatiou 

on vortu doH idontitÓH 

il ^ ^ 2;< Vi d Xi , d Pi '' 2iò Pij d Tj , 
on a 

'\ '•(•*'») ***!)•••) •'w) ^> /^i) Pi}-"} Pn) — ^» 
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l'évanouissement identique pour toutes les valeurs de pij pijj de rexpansion 
de Ù donne le système suivant des équations aux dérivées partielles pour les 
fonctionR inconnues: 

^Xi ^jx.Xi, — ^jx, ^:n^x„ + ^ {^Xu ^jx.Xk — ^jx;, ^x^xj = 0, 

orn+i = Zj i^jj A:, /=!, 2,..., n + 1. 

Il est commode pour l'integration de ce système à diminuer le nombre 
des variables par unite et à écrire le système : 

fK^. fj 'i n — fi n ^ur^Xi = 0, (a) 

on déduit des équations {a) que 

donc 

9/,. = $y(.r,, a:,,..., r,--,, trj-f,,..., a:n^y,r,, ^i=l> 2,..., n. {e) 
En suhstituant ces valeurs dans les équations (i) on a 

«»i= 1) 2,..., M. ) 

Les équfltions (d) donnent 
(,py_<I,.-*^^,_,.,^ + ,p;v^,^,_<I.'f:^,^^ = 0, i,j, A; = l, 2,..., ti, (^) 

en yertu d'égalité 



'•. .• 



En difféientiant les équations (/") par rapport à r, et r,- on a 

- 4 •li', 9.,, f.,..,. = , 



(A) 
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En élimliiant les quantités (fij-jrj et yi^.^^.^ des équations (h) au moyen 
des équations (f) et (g) on trouve après une réduction facile 

L'élimination des quantités 
au moyen des équations (e) donne 

en intégrant on trouve 

3 ^^ / y (^1 ) ^f ) • • • 7 ^j-i ) ^j+ 1 j • • • > •*'w) } 

{^ix])^ 
1 ^ 

T«^> ay(a:i, a?f,...*, ^rj-i, iPj-t-i,..., a?n) a?; + Pi; (a?i , a?t,..., ay-i, a;j+i,..., XrC)^ 

et enfin 

9i= ^ . Q > ») J = 1) 2,..., fi, 

où les formes 

««i) /3iy, /,;/, (Jfj 

Bont des fonctions de 

dono la fonction y,- est une fraction dont le numérateur et le dénominateur 
sont des fonctions liuéaires des variables a:,, ar,,..., Xn. 

Les équations {e) demandent que les dénominateurs soient les mèmes fonc- 
tions à une facteur prés; on le volt en supposant que 

a (xi , a:« , . . . , Xn) P (a?i , ict , . . . , Xrì) 

où a, /3, y, cJ sont des fonctions linéaires par rapport aux a?i, a:,,..., o^n*, les 
équations {e) donnent 

?j>i- S* (y «^* — « T^ii) ^-^^ (a?« > a?f ,. . . , xk-i , a?fe+i , . . . , iPn) "" 
Armali di Matematica, Serie III, tomo VJI. 13 
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mais 

y«x* — xyx* 



— P* V^i > ^« V • ) ^*- * ) ^*+ M ' • • ) ^»») I 



parce que les fonctions a, /3, 7, 9 sont liuéaires par rapport à chacane Ta- 
riable ; dono le rapport y\3 est une constante. 

Enfin les équations (6) et (r) interdisent que les produits x^x^ apparais- 
sent dans ^j\ dono on a 

M 

?»• = 

Pour que déterminer les autres transformations de contact il ne faut 
considérer que les déterminants 

où 

les deux cas possibles donnent ou 

^tp, = ^ip, = •••== -3r,|>, ==» Xfp^ = ...=: X^p^ = 0, 
ou 

^•1». = P^Pt = • • • = Pip. = P»p, = • • = Pnp, = 0, 

c*est-à-dire les transformations projectives et les transformations dualistiqoes. 
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Teoria 
del Giroscopio simmetrico pesante. 



(Di R. Marcolonoo, a Messina.) 



I, 



1 Darboux in alcuni articoli dei Comp, Ben, (T. CI. 1885, p. 11 e 115); 
nelle Note alla Mécanique de Dcspeyrous (1884-1886) e nel Journal de Liott- 
ville (IV Ser., T. I, 1885); ha pel primo ridotta a grandissima semplicità la 
teoria del giroscopio simmetrico pesante, nell'intento di dimostrare alcuni ri- 
sultati dell'HALPHEN relativi al celebre teorema di Jacobi. 

I suoi lavori hanno dato origine ad una serie di altre interessanti ri- 
cerche dovute ai sigg. W. Hess (Mathem. Ann.^ B. 29, 1887), Routh (Quart. 
Journ., t. XXIII), al prof. Padova {Atti Is. Ven., Ser. VII, T. Ili, 1892) 
e al sig. Greenhill {Proc. Lon. Mat. Soc.^ Voi. XXVI-1895). Alcune di 
queste ricerche si basano sull'uso delle funzioni ellittiche (*)• 

Ispirandomi ai concetti sviluppati nel bellissimo libro dei sigg. Klein e 
SoMMERFELD (Ucher die Theorie des Kreisels^ 1898) espongo in questa Nota 
una teoria elementare e completa al tempo stesso del giroscopio simmetrico 
pesante, la quale permette di dedurre per via semplicissima le proprietà più 
notevoli del movimento. 



(*) Io stesso mi sono occupato dell'argomento nel Tomo XXII, Ser. II di questi An-' 
nalif 1894 (questo lavoro sarà nel seguito accennato con Mem.^^ : nel Journal de Se, 
Mathem. e Astron., Voi. XIII, 1897 e Voi. XIV, 1901. 
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L'erpoloide generalizzata. 

Cominciamo coll'investigare le proprietà di una curva piana, traiettoria 
<]i un punto mobile, definita dalle due seguenti leggi : 

la velocità areale è una funzione biquadrata del raggio vettore; 

il quadrato della velocità totale r pure una funzione biquadrata del 

raggio vettore. 

Posto : 

u = (7. t (a costante); 

dette Xj y le coordinate ortogonali del punto mobile; p, rir le coordinate po- 
lari, abbiamo : 



(f„)'+^-(r:)'=^-+^'=<-f' + ''^ 



•+'■ 

tf, i,... e, essendo costanti. 

Da queste equazioni, con breve calcolo, si deduce : 

il quadrato delV accelerazione totale è una funzione di 3.^ grado 
in p' (*). 

Inoltre si ha : 



essendo y di terzo grado in p*, e <//* di ses^to grado in p' : la forma poi di 
questi polinomi è assegnabile facilmente. Si può quindi dire che il punto de- 
scrive liberamente la traiettoria sotto l'azione di due forze: una, eguale a y: p, 
secondo il raggio vettore; l'altra, eguale a «f : p, normale al raggio vettore. 

Nel caso speciale di : 

a = 6 = 
si ha : 

^f = (2a,p' + b,)p'] ^ = 0; 

(*) Questo risultato rettifica una inesattezza incorsa nella nota a pag. 14 della Mem. 
In generale è ancor facile provare che in quei moti piani in cui la velocità areale e il 
quadrato della velocità totale sono funzioni razionali intere di p^, il quadrato dell'accele- 
razione è una funziono razionale intera di p*. 
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il movimento è prodotto da una forza centrale di intensità : 

2 a, !&' + 6, p. 
Se invece fosse : • 

a = 0; fe=|=0; 
posto : 

riferendoci cioè ad una coppin di assi mobili uniformemente intorno all'ori- 
gine, risulta : 

' du 

Rispetto a questi assi è quindi valida la stessa conseguenza (Greenhill, 
Tìie Applications of ElL Fun., 1892, pag. 223). 

È facile assegnare l'equazione della curva. Facciasi : 



1 do) 



«=»p« = a:« + j^*; xx' + yy'^- j^ 



Quindi : 



j-7^ j = 4 w (a, w* + fti w + e,) — 4 (a <«)• + 6 0) -}- e)* ; 



di qui, per una nota formula d'inversione, si ha : 



« P «* + 3 P M + Y 

w = —^ *- J 

p u — p V 
essendo a, /3, y, v costanti: e precisamente: 

4ta 

Inoltre è da notare che il numeratore si annulla per w = v = t;, + v?, 
essendo — v, e — v, altre due radici. Ma (vedi Mem. pag. 12): 

, ^ , , or (w — ri — Vt) e? (U -f Vi) T (w -f Vt) 

apM + /3|) w + y- -^^ —^ ^ 

essendo : 

2 fl = <7 v, <7 r, <7 (r, + t?,) ; a = z—, — = p r- — v • 

^ * ' ^ ' ^ ' 2%(svi<svt<s{vi -\- Vi) 

Quindi : 

cr (u + Vi) <7 (m -f v%) 



0) 



= — c^MVi + t;,) 



(7 M e (W>[- Vi + ri) 
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Pociimo : 

; -- ar + I y ; »? = ar — i y ; « = ?»?; 



^ '"irr -Ari» • 



-llogl = 2/(a« + 6 + ^) 



G/:.TÌene quindi decomporre in elementi semplici la funzione doppiamente 
j ?::o«ii'?a del secondo membro; coi metodi ordinari si trova: 

« W = ITT } C (W + Vi + Vj) — C M I + COSt. 

C . 1 

NJì occorrono nuovi calcoli per — » notando che e rispetto — sta 

* (0 * IO 

nello stesso rapporto di a rispetto o, ciò che si vede subito colla sostituzione 
&),= — : integrando : 



r, iJ M T (m -4- J>f ) ' 



0^ + 

e combinando questa espressione col valore già trovato per w, otterremo 
in6ne : 

l = m e*^^ ' ^^^^ ^' 9 (m costante). 

Di qui si conclude che: 

le coordinate della curva (nella combinazione x -{ i y) si esprimono me- 
diante funzioni doppiamente periodiche di seconda specie e di primo grado. 

La discussione dei valori di p dipende dalla considerazione delle ra- 
dici di : 

flj p* + fti i&' + e, = 0. 

Nel ca-o particolare in cui : 

a = , ai = -) 

;ix '/.r.'id^razione del quadrato della velocità mostra subito che la curva è 
'•'••; ;':''a ira due corchi reali, uno dei quali può essere nullo o inGnitamente 
;.Mar'i«r. a rjiji risulta alternativamente tangente. Infatti le radici del trinomio 
non j/'/few,rio ';'-;sero ne immaginane, né reali e negative; ma una positiva e 
l'aliia n':;^;iiiva, o tutte o due positive. Nel primo caso o è sempre maggiore 
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di una quantità finita; nel secondo è compresa tra due limiti finiti. Si ha poi: 

^ j = ao w' + «4 w* + «1 « + ^s I 

dove : 

a,, = 4 a, ; «8 = — 4 e*. 

Quindi porremo : 

0) = — ^ + --pw = fx'(i>«^-Ì>w); 

ai 

pv^^> 
La funzione p essendo costruita cogli invarianti : 

^r, = — (a! - ao a,) ; ^3 = — (3 a.^ ai a, — 2 a? — a\ «0 , 



è facile ricavare: 



e poiché : 



posto : 



F.P"=ÌJ' 



d^ »,<? j.1^ 1 

ati co [i.'pv — pi< 



J^-ii (e=±l) 






otterremo : 



d^ ^h _, \ p V 

T" I «77 



du [A ^ ii p V — pu 

p« = p«(pt;— pw); 

e queste forinole (Halphen, Traile d. Fon. Ell.^ T. II) individuano una er- 
poloide di un moto alla Poinsot. La curva definita dalle due leggi poste in 
principio di questo paragrafo, e che comprende come caso particolare Ter- 
poloide di un moto alla Poinsot, si chiamerà una erpoloide generalizzata. 

Quelle due leggi costituiscono una estensione delle leggi di Darboux. 
Dalla analisi precedente risulta ancora un teorema inverso a quello di Dar- 
boux e cioè : 

la sola curva descritta da un mobile conformemente alle leggi di Dar- 
boux è Verpoloide di un moto alla Poinsot. 
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Definizioni e notazioni. 

Un giroscopio è un corpo rigido sospeso ad un punto fisso 0; se I'cIIìb- 
soide d'inerzia relativo al punto fisso è di rotazione ed il centro di massa 
trovasi sull'asse di rotazione, il giroscopio dicesi simmetrico; dicesi sferico 
se l'ellissoide è una sfera. Ci occuperemo esclusivamente di questi due casi. 

Diremo A = By Ci momenti principali d'inerzia relativi ad (2^ > C). 
Degli assi d'inerzia relativi al centro di massa G, due sono paralleli a quelli 
del punto fisso; il terzo, nsse di simmetria, è comune; siano ^, = J5, , C i 
momenti relativi. Rispetto ad un altro punto dell'asse di simmetria, distante 
di ^ da G, i momenti sono : 

m 

Se quindi ^|<C, potremo determinare due punti reali dell'asse di sim- 
metria, equidistanti da (?, e rispetto ai quali l'ellissoide d'inerzia è una sfera. 

Si può dunque dire che, in tal caso, l'ipotesi della sfericità del giroscopio 
non specializza il corpo, ma il punto di sospensione. 

Diremo: x, tjj z gli assi principali d'inerzia relativi ad {z asse di 
simmetria); a?,, y,, Zt quelli fissi concentrici {Zt verticale positivo verso l'alto); 
«I, flfj, Qz] èi,... i coseni degli angoli che gli assi mobili fanno coi fissi. Sia 
OG = ì; (supponiamo, com'è sempre possibile, OO) e siano |,, >?,, Ci 

le coordinate assolute di (?; diciamo ancora: 01 l'asse della coppia d'im- 
pulso e Pj Qy R] Piy Qij Ri rispettivamente le sue componenti rispetto alle 

due terne; iì l'asse istantaneo di rotazione e p, 9, ;•; |)|, ji, r,, le sue 
componenti. Per la scelta speciale degli assi mobili abbiamo : 

P^Ap, Q -Aq, R=Cr', 

P:Q = p:q 

cioè: lasse di simmetria, Vasse della coppia di impulso e Vasse istantaneo 
di rotazione sono in Uno stesso piano. 

Notiamo infine che detta T l'energia cinetica, U l'energia potenziale, 
si ha, supposto il giroscopio soggetto al solo peso : 

2r=i4(p* + 3*)+ Cr' 

U^MgKi^Mg^c, = Sc^, 
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essendo ; 

Le curve descritte dal punto I nello spazio e nel corpo si chiamano ri- 
spettivamente prima e seconda curva dHmpulso\ le curve descritte dal punto i2 
nello spazio e nel corpo si chiamano erpoloide e poloide. Per meglio rappre- 
sentare il movimento dell'asse di simmetria del corpo si consideri su questo 

a«^se il vettore F= 1; V dicesi vertice del giroscopio e la curva descritta 
da V nello spazio dicesi curva del vertice. Infine si noti che : 



J = P I + (?! + 2?! = P* + 9* + i?^ 



Equazioni differenziali ed integrali. 

Le equazioni del moto del giroscopio simmetrico pesante si possono porre 
sotto forme diverse, egualmente importanti e che, in breve, ricorderemo. 
La seconda legge di Newton sulla variazione dell'impulso ci dà : 

d Pi ,^ d Qi T, *. d Ri ,/. 

essendo Jl/a? , 3/y , M^^ \e componenti, secondo gli assi fissi, del momento 
della gravità cioè di : 

e però sarà : 

d Pi ,^ dQi ,^ . dRi 



dt 



— Ug,.; ^-Mgir, ^-0. 0) 



Riferendoci invece agli assi mobili, la stessa leggje dà luogo alle equa- 
zioni euleriane : 

^ = (^_C)2r + S..; ^^ = _ (.1 - C)pr - S.. ; ^ = 0. (2) 
Tra le Pj q^ r e le derivate dei nove coseni hanno luogo le relazioni di 
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PoiBSOs : 

dai da% das ^ _ /o\ 

— = ra^ — qa,', —=pa, — rar, -j^ = J « i — P «^ (3) 

ecc. 

Possiamo agevolmente trovare un altro sistema di equazioni differenziali, 
notando che: ' 

dpi dp , da . dr 

il = «» :77- + ^« 77 + ^3 J7 ' ecc. 
dt dt di dt 

da cui si ricava : 

^7^ = ('*-''')•• W-S*- " 



^'^'-(•^-C^-^' + S"., A'!^^-(A-C)r 



(4) 



Del sistema (1) ò facile stabilire un integrale: 

7?, = cost. (5) 

che equivale a: 

Pc,'{'Qc, + Rc, = R, (6) 

ed è un integrale del sistema (2), die a sua volta ammette quest'altro : 

R=^Cr = cost. (7) 

Abbiamo poi l'integrale della conservazione dell'energia 

A (!>• + ?') + 2 Se, = h - Cr\ (8) 

Per ciò che riguarda il sistema (4) osserviamo che la (6) equivale a : 

AÌpCi+qc,) + Rc, = Rr, (9) 

ma è : 

onde : 

Ai\ = {A-C)rc^ + R, 
od anche : 

r,=nr3+^^ (10) 

dove : 
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Si ha infine : 

Pi + ?? + r;=i^* + 5' + r' = ^^* + r'-?|c3. (Il) 

Quadrando e sommando le due equazioni : 

, Ri — R cs d cs 

pc,+qc,= 2 , <?<?.— p e- -^, 

d c^ 

otterremo p* + ?' espresso per ^3 e -7-- ; allora, eliminando dalla (8) il bino- 

u t 

mio p* + 3*, risulterà {-jj] eguale ad una funzione razionale intera di 

terzo grado in Cs . Da questo risultato è facile dedurre che la risoluzione 
completa del problema si riconduce alle quadrature ellittiche. 

È da notare poi che il binomio A — Cr* dipende da iS, da -4 e dai va- 
lori iniziali ài Pj qj C3. Diremo simili tutti quei giroscopi simmetrici pesanti 
(relativi allo stesso punto di sospensione e allo stesso asse di simmetria) che 
hanno a comune 

Aj S, Rj Rij 

-\ 

l'impulso iniziale e il valore iniziale di Cs . I giroscopi simili non differiscono 
quindi che pel valore di C. Il più semplice di questi è il giroscopio sferico* 
Per tutti i giroscopi simili C3 è sempre la stessa funzione del tempo ; onde : 

tutti i giroscopi simili hanno lo stesso cono delibasse di simmetria e 
quindi anche la stessa curva del vertice. 



Della prima curva d'impulso. 



La proiezione Ri ài 1 su ^^ essendo costante, si deduce subito che la 
prima curva d'impulso è contenuta in un piano verticale. 

Siano R ed /?, rispettivamente le proiezioni di / su e ^r, e sia K 
quella sul piano zz^] le RìK e RK risultano rispettivamente normali a 0, 
e ^. Dalle equazioni (1) si deduce: 

, c/Pi , dQi ,^ dRi ^ 

Annali di Matematica^ Serio III, tomo VII. 15 
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cioè la velocità del punto I (sulla prima curva d'impulso) è normale a ed 
essendo contenuta nel piano IRiK e pure normale a ^i e quindi al piano 
z Zi : dunque la IK h la direzione della velocità di I. La grandezza Vi di 
questa velocità è data da : 

Cerchiamo ancora la velocità areale di 7; cioè : 

dQx ^ dPi 



Ma: 



ambedue i prodotti esprimendo il prodotto scalare di 0/ per OG^ onde: 

Detto infine pt il raggio vettore J?i Ij si ha : 

cioè p] è una funzione lineare di r«; possiamo quindi dire: 

fV quadrato della velocità totale del punto I sulla prima curva d^im* 
pulso è una funzione biquadrata di pt che ha negativo il coefficiente di p!\ e 
la velocità areale è uìia funzione lineare di p\ . 

Queste leggi, in virtù del teorema di Darboux, bastano a caratterizzare 
la curva stessa : cioè : 

la prima curva d*impulso è una erpoloide di un moto alla PonrsoT. 

Risulta puro' immediatamente : 

tutti I giroscopi simili hanno la stessa prima curva d'impulso. 

La discussione dei flessi di questa curva si fa in modo semplicissimo, 
valendosi dello stesso metodo adoperato dal Darbocx nel caso di un moto 
alia PoissoT. 

Infatti i valori di r^ =* u cui corrispondono flessi si ottengono egaa- 
jjliando a zero il diffei^enziale di : 

v] 1 — fi' 



V'if -^'17} 



OHcnemo, così oporamlo, IVquazione di primo grado in «: 

R, -IÌH = 0. 
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Per la realtà dei flessi occorre quindi che sia : 

\RA^\R\ 

e che inoltre u cada entro i limiti tra i quali varia c^. 



Della seconda curva d'impulso. 

Con un metodo del tutto analogo si investigano le proprietà di questa 
seconda curva. 

Essendo R = cost., anche questa curva è contenuta in un piano nor« 
male all'asse di simmetria (parallelo al piano equatoriale). Sia p il raggio 

vettore 1 B: h: 

pt = J^^= P' + Q' = A{h—Cr')-2AScs 

cioè : p' è una funzione lineare di c^ ed è la stessa per tutti i giroscopi 
simili. 

Quadrando e sommando le equazioni (2) otteniamo il quadrato della ve^ 
locità totale v del punto I sulla seconda curva d'impulso, cioè : 

r' - {A - Cyr^f + g') + S' (e] + d) -}- 2 S(^ - C)r {p Cr + qc,) 

oppure : 

Av' = (A — Gf r» (A — Cr' - 2 5c,) + ^ S« (1 — ci) + 

+ 2S(4 — C)r(fl, — Bca) 
e però: 

il quadrato della velocità del punto I sulla seconda curva d^ impulso è 
una funzione hiquadraia di p che ha negativo il coefj^ciente di p\ : 

Per la velocità areale abbiamo : 

P^-Q^ = -{A-C)r{h^Cr'^2Sc,)^S{R, ^ Re,)] 

Ci e ut 

essa è dunque una funzione lineare di e, e quindi di jo*; quindi 

la seconda curva dHmpulso è pure una erpoloide di un moto alla Poinsot. 

Detta rs l'anomalia si vede subito che -77 è eguale ad una funzione 

a t 
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di p* aumentata del termine costante : 



-"=-(i-yi«- 



Però fa non è lo stesso per tutti i giroscopi simili : tuttavia prescindendo 
da una rotazione uni forine intorno al Passe di simmetria e di velocità ango- 
lare n, si può dire che tutti i giroscopi simili hanno la stessa seconda curva 
d^impulso. 

Consideriamo due casi particolari notevolissimi. 

Nel caso del giroscopio sferico (A = C) le equazioni precedenti ci danno: 

e le (2) diventano: 



e però : 



ÌL-Sc ^-^Sc ^-0- 



dP , dQ , dR r. 



cioè la velocità del punto / è diretta normalmente all'asse 2?, e però la 7^ 
e tangente alla seconda curva di impulso : cioè le due curve di impulso si 
toccano nel punto 7; inoltre la velocità del punto 7 sulle due curve è la 
stessa, cioè: 

il moto di un giroscopio sferico si può riprodurre facendo rotolare Fun 
Jiull'altro due coni aventi per base due erpoloidi, che nel moto rotolano pure 
Vuna sull'altra. 

Questo teorema, come è chiaro, non è valido nel caso generale. 

Nel caso in cui sia inizialmente : 

p = q = 
^i ha : 

e quindi: 

Dall'integrale (8) poi si ilcduco : 
onde: 
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ki quale relazione permette di eliminare dalle espressioni precedenti il bino- 
mio h — (7r*. Così si troverà subito: 

V* = ^^*'^^^~^ ' (B, - Re,) + S» (1 - e') ; 

Anche in questo caso è facile la discussione dei flessi ; infatti : 

V* 1 I 2 a , S (1 — K«) 



dove : 

_r{A-a) 



C 



DifiFercnziando e ponendo eguale a zero, si trova : 

Ri aj + a 



u = 



avendo posto : 

Limitandoci, per brevità, a considerare il solo caso di i? ed i?, positivi, 
si ha : 

ai<«t; 

inoltre u dovendo essere, in valore assoluto, minore di -^^ ? la frazione 
* deve risultare minore di uno. Di qui si deduce subito che : 

xi + a ^ • 

se a^O la seconda curva d'impulso non ha flessi reali; se a è negativo 
e (in valore assoluto) minore di o.^ non si hanno flessi reali : questi invece 
sono reali se a essendo negativo, è però maggiore di a^ . Per a negativo e 
in valore assoluto compreso tra a, e aj i flessi sono reali se cade nell'inter- 
vallo ^^ ^ ^* e a, ; nell'altro caso sono immaginari (*). 



(*) Questa analisi completa quella della pag. 16 della Mem. che è relativa alla tacita 
ipotesi di 
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Mentre nel caso generale la 2.* curva d^impulso è, come Terpoloide, com- 
presa tra due cerchi cui risulta tangente, in questo caso la curva passa per 
l'origine ed è contenuta entro un determinato cerchio. 

Ricorrendo alla nota rappresentazione dell' erpoloide mediante funzioni 
ellittiche, possiamo dire : 

le due curve d'impulso si rappresentano mediante funzioni doppiamente 
periodiche di seconda specie e di primo grado. 



Della poloide e della erpoloide. 

Le coordinate del punto ù rispetto agli assi mobili sono|), g, r; quindi: 

la poloide è una curva piana ed è una erpoloide simile alla seconda 
curva d'impulso. 

Tutti i punti dell'asse istantaneo di rotazione descrivono curve simili 
alla poloide. 

Poiché il, 7, z giacciono in uno stesso piano , vi ha un punto 
di II, di coordinate A p^ Aq^ i4 r , che descriverà una curva eguale alla 
seconda curva d'impulso. 

Eliminando c^ tra le equazioni (10) e (11) si ottiene una prima equa- 
zione tra fi, ji, fi della forma 

pi + ?I + (n + ^) = cost. = K' ; 

quindi : 

Vevpoloìde del giroscopio simmetrico pesante è una curva situata su di 
una sfera il cui centro giace sull'asse verticale; il moto del giroscopio si 
può quindi riprodurre col rotolamento di una erpoloide di un moto alla 
PoiNsoT su di uìia sfera (*). La velocità di rotolamento è eguale al raggio. 



(*) So il giroscopio siiumotrico è soggetto a forze che ammettono un potenziale fan- 
zione del solo angolo elio Tasso di simmetria fa con una retta fissa p. e. Passe verti- 
cale; il problema ò ancora riducibile alle quadrature, come già fu osservato dal Darboux 
(Com, Ren, T. CI; Note XX à la Méc, de Dkspkyrous). Infatti hanno ancora luogo gli 
integrali : R = cost. ; R^ = cost e l'integrale della conservazione dell'energia ; 
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Consideriamo la proiezione orizzontale della erpoloide : si ba: 
, , , h—Cr* 2S (Ri . A — C \\ , 

Ma si è trovato che il quadrato del raggio vettore delle due curve d'im- 
pulso è una funzione lineare di C3, quindi: 

il quadralo del raggio vettore della proiezione orizzontale della erpoloide 
del giroscopio simmetrico è una funzione biquadrata del raggio vettore della 
prima e seconda curva di impulso, col coefficiente della quarta potenza ne- 
gativo (*). . 

Dalle equazioni (4) si trae, con calcoli assai semplici : 

dai dpi S [ Et A— C A 

-^^^rc,(h-Cr\^2Sc,)--^j^r'{R,-Rc,)i 

la velocità areale della proiezione orizzontale delV erpoloide è una funzione 
di 2.^ grado in d; e quindi : 



Alcune dello proprietà dimostrate seguitano ancora a sussistere; ad esempio: le due 
curvo d'impulso e la polodia sono curve piane. Quanto alla <)rpoloide notando che : 

PÌ + ^ì + '1=P' + ?* + r8 = a/'(c3)+P; c^z=mr, + n 
risulta : 

2}J -^ gj = a / (m ri + n) + p — ^-f = 9 (rj 

equazione di una superficie di rotazione intorno all'asse fisso ; onde : 

Verpoloide giace su di una superficie di rotazione ed il moto del giroscopio si può 7n- 
produrre col rotolamento della poloide su di una superficie di rotazione intorno ali* asse 
fisso; la velocità di rotolamento è uguale al raggio. 

Nel caso del giroscopio simmetrico pesante questa superficie è una sfera: nel caso 
in cui f=IIcl considerato da Tisserand (C. i?., Tom. CI, 1885), e sviluppato dal Pa- 
dova (Rend, Acc, Linc.^ 1886) e nel caso più generale di f=^H^(^ -f- H^c^^ trattato dal 
sig. Paladini (Rend, Acc. Linc,^ 1888), le quadrature si efiettuano colle funzioni ellittiche 
e la superficie di rotazione è una quadrica (ellissoide, iperboloide ad una falda para- 
boloide). Nel caso in cui /*= ^ — ~^^ trattato dal sig. Urzì [Giorn. di Nap-, 2.* serie, 

T. V), che può studiarsi colle funzioni elementari, la superficie di rotazione è del 
4.'* ordine. 

(*) Vedi Mem. pag. 18. 
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tra la velocità areale e il quadrato del raggio vettore ha luogo una 
relazione algebrica, biquadrata rispetto al raggio rettore e di secondo grado 
rispetto alla velocità areale. 

E pure facile dedurre che : 

il quadrato della velocità del punto che percorre Verpoloide e una fun- 
zione di 2.^ grado in e,; il quadrato della velocità del punto che percorre 
la proiezione orizzontale delVerpoloide è di terzo grado in r, . 

Le leggi di Darboux non essendo soddisfatte, in generale, si può dire : 

la proiezione orizzontale delVerpoloide di un giroscopio simmetrico non 
è una erpoloide di un moto alla Poihsot (*. 

Nel caso del giroscopio sferico il vettore Oiì ha la stessa direzione 



di 07; e quindi non solo 

P=Ap, Q=^Aq, R = Ar 
ma ancora: 

P, = Aptj 9i = i4 g, , i?, = i4 r. ; 

la erpoloide del giroscopio sferico è simile alla seconda curva d^ impulso ed 

è quindi una erpoloide di un moto alla Poinsot. 

Sull'asse verticale considero il punto N d'intersezione colla sfera su cui 

S 
giace Terpoloide e distante dal punto di K — i""? si faccia la proiezione 

stereografica dell' erpoloide dal polo N sul piano orizzontale. Del resto le 
stesse considerazioni valgono per l'altro punto d'intersezione. Le coordinate 
di un punto di questa curva sono proporzionali a : 

Vi qi 



ON-n' * ON-ri 



(*) Questo risultato non è conforme a quello del sig. Hess (Mem.. cit.\ che nelle sue 
equazioni (05), analoghe alle (4) del presente lavoro, ha trascurato il termine in yl — C; 
non reggo quindi la sua generalizzazione del teorema di Darboux (pag. 556). Che la pro- 
iezione orizzontale non sia effettivamente una erpoloide di un moto alla Poinsot risulta 
senz'altro dalla formola data nella mia Mem. (pag. 17) la quale esprime il binomio Pi + iqi , 
in modo assai semplice, mediante funzioni di seconda specie e di secondo grado, mettendo 
in luce la dipendenza colle coordinate della poloide nel primo moto alla Poinsot; mentre 
il binomio oc 4- it/ nell'erpoloide di un moto alla Poinsot ò esprimibile mediante funzioni 
di 2.* specie e di primo grado. Vedi anche a tal proposito le osservazioni del sig. Klkin 
(libr. cit., pag. 410) e la Nota XIX di Darroux, pag. 542. 
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Consideriamo la curva le. cui coordinate sono «, , t>, ; si trova : 



A n 



e tenendo presente la (10) si deduce che p\ è una funzione fratta di ri e 
quindi anche di C3 . Deduciamo inoltre : 

1 + pi An 1 + p« 



Ancora : 



dvi duì ^^ dt ^* dt 



«i^T — Vi -tt = 



dt ' dt /_ S V 



ma un breve calcolo mostra che p, -^ — a, ^ è una funzione di secondo 

^ dt ^ dt 

grado in Cz e il coefficiente del termine in cj è — n, e quindi è nullo solo 

nel caso del giroscopio sferico; dunque quel binomio è anche una funzione 
di secondo grado in r^ ; onde : 

la velocità areale è una funzione biquadraia di pi. 

Si ha infine : 

/^ Mi\« (dv^Y 1^ j /dpiV , (dqiV, /driV 

[dtJ'^[dt}^l^__S^_V\\dt)'^\dt)'^\dt) 

e quindi, dopo semplici riduzioni. 



essendo : 



^ '^A^n^'^ A* 



Il quadrato della velocità totale è una funzione biquadrata di p,« 
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Da queste due proprietà si conclude : 

la proiezione stereografica della erpoloide del giroscopio simmetrico jpe- 
sante dai due punti d'intersezione dell'asse verticale colla sfera, sul piano 
orizzontale^ è una erpoloide generalizzata e quindi rappresentabile con fun* 
zioni di seconda specie e di primo grado. 

Questa ricerca risponde ad una questione posta dal sig. Klein (lib. cit., 
pag. 440, in nota). 

L'espressione trovata pel quadrato della Telocità mostra che r, è sempre 
compreso tra due valori reali (positivi o negativi) che in generale però non 
raggiunge; lo stesso avverrà per pi : quindi la proiezione stereografica della 
erpoloide è sempre compresa entro una certa corona circolare; esisteranno 
quindi due circoli tangenti a questa proiezione e che la comprendono. La 
erpoloide stessa è quindi compresa tra due paralleli della sfera ai quali ri- 
sulta tangente. 

Del resto tutto ciò avrebbe potuto anche essere stabilito colla conside- 
razione dei due valori dì Cs, reali e minori di 1, (radici di una equazione cu- 
bica facile a stabilire) che annullano -^ e quindi -^- Le stesse proprietà 

si estendono al cono descritto dall'asse di simmetria. 

Se i due paralleli tra i quali è compresa Terpoloide giacciono da una 
stessa parte del piano converrà proiettare da ^ o dal suo diametralmente 
opposto N\ 

Della curva del vertice. 

Le coordinate del vertice sono a^^ Ò3, ^3; consideriamo la proiezione 
stereografica del vertice sul piano orizzontale dal polo nord dell'asBe ^i e di- 
ciamo X,, fx,, le coordinate di questa proiezione, p, il raggio vettore. Al)- 
biamo; 

* «3 &i , 1 — cz 

^^*~n^,' ^'~T^2' ^'"r+T,' 

Inoltre : 

- ^ 1 ('' - ^'''-2 6')/>ì + (/' - Or* + 2 S) j ; 
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ki proiezione stereografica della curva del vertice sul piano orizzontale è una 
erpoloide generalizzata. 

Se h — Cr* — 2S>0, dalla seconda formula non risulta alcuna limita- 
zione per Pi . 

Se h — Cr^ — 2 S<0, tale proiezione risulta interna ad un determinato 

cerchio cui è tangente ; se inoltre Z?, = 12 la proiezione stereografica suddetta 

diventa una erpoloide di un moto alla Poinsot. 

Notando che 

A — Cr*-2Sc3>0 

se ^3 è sempre diverso da 1, risulterà certamente A— Cr' — 2 5<0. 

Si ha pure che X,, fx, e quindi ag, 63 sono gli stessi per tutti i giro- 
scopi simili : onde il moto dell'asse di simmetria è lo stesso per tutti i gi- 
roscopi simili. 

Infine da tutto quanto è stato esposto deduciamo : 

tutti gli elementi geometrici che definiscono il moto di un giroscopio 
simmetrico pesante si possono rappresentare con funzioni doppiamente petio-^ 
diche di 2.^ specie e di primo grado (*). 



Paragone tra i moti di più giroscopi simili. 

Consideriamo due giroscopi simili corrispondenti a due diversi valori C, 
C di C; siano p^ q^ r le componenti della velocità istantanea di rotazione 
pel primo giroscopio; p'^ q'j r' quelle del secondo* Abbiamo le seguenti re- 
lazioni integrali : 

Cr=Ri A{pc, + qc,) + CrCs^Ri, A(p' + q') + 2 Sc,^ cost. 

e tre relazioni analoghe pel secondo giroscopio : quindi : 

Cr^C'r\ 

Intorno all'asse di simmetria si effettui una rotazione istantanea di ve- 
locità angolare costante w, la quale si componga con Pj q^ r: dico che, sce- 



(*) La stessa proprietà non sussiste più per i coseni direttori della terna mobile, i 
quali si esprimono (nelle combinazioni ar + iàr) con funzioni di 2.^ specie e di 2.® grado; 
iQentre che in un moto alla Poinsot si esprimono con funzioni di 2> specie e di l,o grado^ 



118 Marcolongo: Teoria 



gliendo convenientemente n, avremo la rotazione di componenti |/, q\ r\ 
Nella* rotazione costante, infatti, gli assi x y sì spostano in x y e sarà 

XX =nt 

e le componenti di p, (/, r secondo x\ y\ z^ sono : 

p cos n < + ? sen w <, — /) sen ti < + j cos w <, r. 
Poniamo quindi : 

p =p cos nt -{-q sen n r, q = — p scn « < + 5 cos w /; 

r =r + lì ; 
dovrà dunque essere : 

onde: 

Osservando quindi che : 

pc^'^qct=p' {ct cos ni + Cf sen n t) + 
+ 5' ( — Ci sen n < + e, cos n t) = p' c'i + q e', 

otteniamo : 

C'r' = R] A {p c\ + q' c\) +C'r'c, = R,, 

^ (i^'* + ?'') + 2 5^3 = cost. 

che sono gl'integrali del moto del secondo giroscopio ; dunque : 

i movimenti di più giroscopi simili non differiscono che per una rota" 

zione uniforme intorno alVasse di simmetria. 

Di qui l'opportunità di considerare il più semplice di questi movimenti 

corrispondente appunto al giroscopio sferico. Detto Oilp l'asse istantaneo di 

rotazione relativo al giroscopio sferico, componendo il vettore n posto 8u z 

con Olio, otterremo il vettore Oiì relativo ad uno dei giroscopi simili; 
quindi : 

i poli di rotazione di tutti i giroscopi simili stanno su di una parai- 
lela all'asse comune di simmetria e a distanze invariabili tra loro. 

Si può anche dire : 

il mQto risultante di un movimento di un giroscopio simmetrico pesante 
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e di una rotazione uniforme intorno alVasse di simmetria è un movimento 
di un giroscopio simile. 

Questo teorema può dirsi corrispondente di un famoso teorema di Stl- 
TESTER, di cui fra breve dovremo fare applicazione, relativo ai moti alla 
PoiusoT : 

il moto risultante di un moto alla Poinsot e di una rotazione uniforme 
intorno alla normale al piano invariabile è parimenti un moto alla Poinsot; 
le quadriche basi dei due movimenti sono omofocali (*). 



(*) PJiilos. Trans., Voi. 156, part. II, pag. 757-770, anno 1866. 

Il Sylvester dà due dimostrazioni assai semplici del suo teorema, partendo dalla 
ipotesi che la quadrica base (Kinematical exponent) sia un ellissoide dMnerzia. Colle no- 
tazioni e i metodi qui adoperati, in modo più spiccio, si può procedere cosi. 

Le equazioni euleriane pel moto alla Poinsot sono : 



dP 
d 



F=(è-^)««. 'MÌ-hV"' '-^-[Ìt-'tV^. 



dove /l, B^ C hanno segni qualsiansi; queste ammettono gl'integrali: 

P^ O* J?2 

L'asse z^ sia l'asse della coppia costante d'impulso e siano l, y], C gli angoli che i 
piani ^ ^1 , y^\j ^ ^\ fanno con un piano fisso p. e. x^ z^ . Si trova subito che : 

Q2 jn 

i > a^ , d\ a^h\—a\b^ ^ B C . . . . . 

tag ; = — -i- ; — = -s — ' ' ~ G -^ 75 , e duo formolo analoghe. 

Se nelle equazioni differenziali ed integrali mutiamo rispettivamente : 

1 1 1 .1_1 ^ 1_1 ^ 1_1 

T' F' cT' '"I7"J"^' b.^b"^' c^-^U^^' 

d\ 
ù '2h in 2/ij = 2/i-hX(?*, esse non mutano; -r* aumenta di una costante — XC?; onde 

il nuovo moto alla Poinsot, la cui quadrica base ò omofocale alla prima, consta del primo 
e di una rotazione uniforme intorno ^j . 

Mutando invece — in — - = X — —- , ecc. si ha quel 2.° movimento che il Sylve- 

STER chiama contrafocale. 
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Teorema di Jacobi. 

Consideriamo un primo ed un secondo moto alla Porasox, le cui qua- 
driche basì abbiano lo stesso centro, le stesse direzioni, x^ y^ z degli assi. I 
due moti abbiano inoltre le loro polodie rispettive simmetriche rispetto al 
punto fìsso; li diremo, brevemente, moti coniugati. 

Siano : Aj Bj C, le grandezze dei quadrati dei semi-assi della quadrica 
del primo moto; i4,, /?, , C^ quelle della seconda; tt, x, p, le componenti 
della velocità istantanea, secondo rr, y, ^, del primo; saranno — r, — /, 
— p quelle della velocità del secondo ; sussisteranno le equazioni : 

d'!z B — C dT^ Bi — Ci 



Sarà dunque : 



B C l Bi Ci yv 

1 1 T " ^ì 



cioè: 



A,{B—C)4-B,A — C,A^0 

— A,B + B,{C-A)-{'C,B'^0 

A,C-B,C+ G, {A — B)^ 0. 

Queste tre equazioni non sono indipendenti ; la loro somma infatti si ri- 
duce alla identità = 0; quindi il sistema precedente determina i rapporti 
di i4,, J5,, C. Posto: 

B-^-C— A = a, C + A-B = 0, A + B-C = y, (1) 

e detto un coefficiente di proporzionalità, abbiamo : 

A,=aAa, B.^oBfi, C^aCy. (2) 

Gl'integrali dei due moti alla Poinsot sono, pel primo movimento : 

^ TT* + B /« + C^' - 2 h , ^« 77» + 2?* x' + C«/)« = (?», 

i quali rispettivamente esprimono i teoremi della conservazione della energia 
e della costanza della coppia di impulso. Pel secondo tnovimento avremo pa- 
rimenti : 

^i^' + 5iX' + CiP' = 2A., AW-^B\yJ^C\p^=G\. 
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MoBtrìamo anzitutto che, cognite le costanti del priaio movimento, si pos- 
sono determinare quelle del secondo a meno del fattore a. Infatti abbiamo 
già le equazioni (2); dai primi due integrali poi deduciamo: 

2h{A + B+C)-2G* = Acn:*'\'Bfix' + <^7p\ 
cioè 

2h, = o\2h{A + B+C)-2G'\. (3) 

Ha luogo la seguente identità: 

^y + /oL'\-oLlì==2BC+2CA + 2AB-A'-B'~C' 

e quindi : 

e due equazioni analoghe : e però : 

8 A yi B C— G* (/3 7 + 7 a + a i3) = il* a» t:« + B« i3«x* + C^ f p« 

cioè : 

G\^ <7*|8//ilBC-(?*(/37+7a + «/3)|. (4) 

Le equazioni (1) (3) (4) provano quanto si era asserito. 

Osserviamo che qualunque siano i segni di ^4, J5, C, risulta G\ positivo 
e quindi G^, reale. 

Se la quadrica base del primo moto è un elIi<3Soide d'inerzia, aj )3, 7 ri- 
sultano positive; è facile vedere che in tal caso anche la quadrica del se- 
condo moto è un ellissoide d'inerzia; ma nella ipotesi di 

A>B>G, 
risulta : 

2hA — G'>0j 2h{B + C) — G'>0] 

e quindi anche 2 hi e positivo. 

Notiamo ancora le seguenti identità utili in seguito : 

C B (y - fi) + A C{a — y) + B A(fi - cl) = \ 

= 2{C-B){A-C){B-A), 

= 2{B G + G A + A B) {€ - B) {A - C){B -^ A), ' ^ 

C B{Gy -^ B ^) + A CiA a — Cy) + B A{B ^ - A a) = 

-(.H B^C){G-B){A-G){B-A). / 
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Sia T.j y., 2. la terna degli assi fissi nel primo moto alla Poinsot, es- 
sendo z^ nonnaie il piano invariabile che è tangente alla prima quadrica nel 
punto in cui es?a è incontrata dall'asse istantaneo di rotazione; ì coseni di- 
rettori che la terna x, y, ^ forma con 2r, sono: 

Sia Xtj jfij Zt la terna degli assi fissi nel secondo moto alla Poiksot, 
essendo Zt normale al piano invariabile; x^ y, z formano con Zt angoli i 
cui coseni sono : 

v. = __, v. = -_-, V, — . (7) 

Proponiamoci di studiare il moto relativo di z^ rispetto Zf. 

Le componenti della velocità istantanea del sistema x^^ y^^ z^^ supposto 
mobile, rispetto Xj y^ z sono — r, — /, — p; quelle della velocità di ar, 
y, ^ nel 2." moto sono pure — ::, — x, — />; onde le componenti della ve- 
locità istantanea del sistema x^J y^, z^ rispetto al sistema fisso x,, yt, Zt va- 
lutate secondo Xy y, e, sono —2-, — 2x, — 2p. Valutiamole secondo il 
sistema mobile x,, y,, z^^ e diciamole p, q^ r. Se indichiamo rispettivamente 
con 

«n «t) «s; /3,, /3,, /Sa; 7,, 7,, 73 

i coseni degli angoli che ir,, y,, 0,, fanno con a:, y, 0, avremo: 

P = — 2 (ti a, + X a, + p aa) ; ? = — 2 (:: /3, + x /3* + jO ft) ; 

r- -2(^7, + X7« + P73). 

Sostituendo nella terza di queste equazioni i valori (6) di 7,, 7,, 73, 
.'ibbiamo : 



cioè : 



r = -|-U7:« + Bx*+Cp') 



— —=^ cost. (8) 



Diciamo ancora c^, e*,, e, i coseni direttori di x^^ y^, Zi^ rispetto Zt\ e 
notiamo che : 

«I ^1 + i3, ^t + 7j <^8 = Vi , a» ^1 + /3t ^t + 7t ^3 = «'t , 

a:i ^1 + /Sa ^« + Y:ì ^2 = ^3 • 



del Giroscopio simmetrico pesante, 123 



Sarà * 



Cloe : 



|) e, + 2 r, + r Ca = -^^ = cost. (,9) 

Finalmente abbiamo : 

'•3 = -/. >'. + 7, *, +73 ='3 = - G^ ('^' « -•' + /?' /3 X' + e y (T). 

Considoriamo quindi il Bistcma: 

esso permetterà di esprimere r.«, /-, |&- in funzione lineare di ti\ infatti si 
trova : 

r:' = l!^B'C'{y~&)^%BC{Cy-Be)^^-^BC{C-B\n (10) 

(i due formolo analoghe, in cui si è posto : 

A = 2 .1 L' C (C - B) [A —C){B- A). 
Sommando le equazioni (10), tenendo presenti le (5) e hi eguaglianza : 

Ì>' + 3* + r' = 4(r« + x' + A 
otterremo : 

/ (11) 

Le equazioni (8), (9), (11) convengono al moto di un giroscopio sferico: 
e poiché il moto dell'asse di simmetria è lo stesso per tutti i giroscopi si- 
mili, così concludiamo : 

Vasse invariabile del secondo molo alla Poinsot si muove, rispetto aU 
Vallro asse del primo moto coniugato, come Vasse di simmetria di un giro- 
scopio simmetrico pesante rispetto alla verticale. 

Annali di Matematica. Scric III, tomo VII. 17 
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Volendo cousiderare il moto del giroscopio simmetrico bisogna comporre 
il moto del giroscopio sferico con una rotazione : e quindi uno dei due moti 
alla Poi5soT con una rotazione intorno all'asse invariabile; questo movimento 
risultante, in virtù del teorema del Stlvester, è pure un moto alla Poinsot, 
la cui quadrica base è omofocale alla quadrica del primo moto alla Poihsot 
onde : // moto di un giroscopio simmetrico pesante equivale al moto relativo 
di due moti alla Poinsot. 

Questi due movimenti non hanno più la stessa polodia e sono quelli che 
Halphek chiama concordanti, e i geometri inglesi a associated v. 

Se diciamo R^ Eij A\ S\ h' le costanti del giroscopio sferico, le equa- 
zioni (8), (9), (11) ci danno: 

n i/i Pi 4//L 

.1" ~ G ' A' ~ Gì' 

i:=8Ml-i->'- + -M-2G«fJ- + -L + J-i, ' (19, 

A' [a • B^r) {bc^ca^abj i ^*"' 

S'^ GGi 1 ' 

A ~ G ABC' 

le quali determinano i rapporti reali delle costanti i2, i?i, S', li alla co- 
stante A' in funzione delle costanti dei due moti di Poissot. 
Scrivendo : 

^ = j|7,(i fi + C) c2 A .1 - G*j + .1 1 2 /^B + C) - GM 

<ì scorge subito che se hi quadrica base del primo moto alia Poiksot c un 

ellissoide di inerzia, la costante -p è positiva. 

È opportuno porro le prime due equazioni del sistema (12) sotto altra 
forma. Pongasi : 

:r^"' ~A' ^ ■ (?"''-' (;. ^^-" 

e si ha : 

2x4-;ì=0, 2/,-/ = 0. 

. l' — f" 
Aumentau'lo la costante n (cioè r) di * — p — w, si passa alle relazioni 

A 
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analoghe .p#r un giroscopio simmetrico; sarà quindi: 

2x + ^^^'n + t. = 0, 2x.-/ = 0(*). 

Le formole trovale permettono di determinare il moto di un qualunque 
giroscopio sferico cogniti i due moti alla Poinsot coniugati; infatti dispo- 
nendo opportunamente di J, JB, (7, A, (?, le costanti del giroscopio possono 
assumere qualunque valore. Più importante è il problema inverso: determinare 
i due moti alla Poinsot componenti, cognito il moto del giroscopio sferico. 

Tale decomposizione, come pure la maniera generalissima di enunciare 
il teorema di Jagobi nel caso di un giroscopio simmetrico, è dovuta ad 
Halphen che l'ha ottenuta e studiata diffusamente col sussidio delle funzioni 
ellittiche. Essa è la maniera più spontanea e diretta di dimostrare il teo- 
rema stesso ed è quella sostanzialmente seguita da Jagobi, da Lottjner e dal 
Padova (**). La prima dimostrazione elementare dei risultati dell'HALPHEN e 
la loro interpretazione geometrica è dovuta al Dabboux, il quale ha ricercate 
direttamente le condizioni a cui debbono soddisfare due moti alla Poinsot 
perchè il loro moto relativo sia un moto lagrangiano ed in particolare ha de- 
dotto, che nel caso di un giroscopio sferico i due moti hanno la stessa po- 
lodia. La bella e diretta dimostrazione del Darboux è stata semplificata, con 
calcolo assai elegante, dal sig. Hess {Zeitschrift^ ecc.). Egualmente semplice 
e diretta è la decomposizione ottenuta dal sig. Routh e fondata sull'uso dei 
tre angoli euleriani. 

Oltre il bello studio che il Klein fa del teorema in quistione nel libro citato, 
sono notevolissimi i lavori del sig. Greenhill, il quale {Proc.j Voi. XXVII) 
partendo da un noto teorema di Darboux, che mostra come una generatrice 
di un iperboloide articolato deformabile può riprodurre il moto dell'asse di 
un giroscopio, ha ricercato in qual modo questa deformazione è associata col 
moto di un giroscopio e con due moti alla Poinsot. Questi lavori del Green- 
hill si collegano poi colla teoria degli integrali pseudo-ellittici ed accennano 
a casi numerosi in cui la curva del vertice e l'erpoloide sono curve alge- 
briche. 

Le formole stabilite permettono pure di risolvere semplicemente il pro- 
blema, valendoci di un artificio già seguito dall'HALPHEN, dal Darboux e dal 
Routh. 



(*) Queste equazioni coincidono con le (22) e (23) del sig. Hess {Zeitschrift), 
(**) Atti Acc, Se. il Torino, Voi. XIX, 1884. 
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Porremo : 



h' A' , 



i>.V 



-ara r|fiindì k una costante positiva. 

Osserviamo poi che dalle equazioni : 

, j // #1 ... Mi — Il 

si deduce : 

= .//* — ii> (l — ir t — A* 1/ — Il II * = /■« mV i 13) 



(^"j" 



Deve essere intanto w Z> w. Di piii l'equazione cubica : 

lia- le sue radici reali; una maggiore di uno, le altre due comprese tra + 1 
e — 1. Ma poiché u è compreso tra queste due (seconda e terza), ed 
/' mj <i 0, si conclude che m è compreso tra la prima e seconda radice. Ciò 
premesso consideriamo il valore (lOj di rr e poniamo: 

2 /i B Ciy — .1) - G' K^Cy - B5> = — (C^ 7?i u, 



Cioè : 



(;t B-i-C— .l)-4/<BC= — M. (U^ 



ft «Ino espressioni analoghe per tu e Mj. Risulta quindi: 

UC GO, 



• m 



UJ — li)(u, — in. 



dò) 



Derivando l'equazione : 

Af -? J- 'J PJ ,« -4- V r* r' fi 



otteniamo : 



T 






Sostituendo i valori (15) per r, /, e, risulta: 



9ABC(dn\* 



2GGi \di) 



I = (#/, — w ; (fij — ti) (113 — ti) , 
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la quale, paragonata colla (13), ci dice dhe «,, w,, 1/3 soiio le radici :réali 
della f{u) = 0] quindi potremo riguardare w, , w,, ««, come note in funzione 
di Ij mj n. Si ha poi : 

»'i>W>«j>W>W3 (Ifi) 

2GG, ' 
Il valore di h permette di eliminare dalle (14) il fattore — — • Ponendo: 

G G G ,^nx 

T = ^' 77=7' -e -=^ (^^) 



le (14) diventano : 



zx-xy — yz'-nij^^^, (18) 

^ !/ — V ^ — ^ ^ — ^^ ^ = ^,' 
La (3), a sua volta, l?i trasforma in quest'altra: 

n{yz-\-zx\-xy)^ATijz == —' 

Moltiplicando queste quattro equazioni rispettivamente per 7/, — 2:r, 
— 2ar, —1 e sommando si ottiene 

1 / — n Ut 
.r = -- 



2 n^ k — Ut — 1/3 ' 
ma è : 

f<i + ^'5 + W3 == n' /r -f m , 
onde : 

a:=: — , y = -o" ' -3:=-- ; (19) 

2 Mi — m ^ 2 Ut — m 2 n^ — m ^ ^ "^ 

quindi x^ y^ z risultano reali, positivi negativi, ed espressi mediante le 
radici della /'==0. Lo stesso accade per r, x» 9\ infatti un calcolo molto 
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semplice trasforma le (15) in queste altre: 

— . » 

^5 _ J_ (i:zJìJ!i\ '^^'* - "0 ^^'1 — ""^^ (u ^ fi\ • 

/ = TT T / - > — : (u. — m) ; 

^' 4k\l — nm) (nt — 7/3) 0^« — m) ^ ' ^' 

, _ 1 (l — nu^Y (in - l'OCwi — «t) , V 

^ ^ u [r^^viiij {fiz - 1/,) (n,"- ut) ^''' "" "^• 

In virtù della disuguaglianza (16) ti*, //, p^ risultano positivi; le equa- 
zioni precedenti forniscono valori reali per r, /^^ p e quindi ancora per le 
y e le V. 



Messina, ottobre 1001. 



.^ 



Sul potenziale elastico. 



(Di Cablo Somigliànì, a Pavia.) 



1 



Il due Note pubblicate alcuni anni or sono nei Rendiconti della R. Acca- 
demia dei Lincei (*) ho dimostrato relativamente al potenziale elastico uni- 
tario alcune proprietà che presentano un certo interesse riguardo ai principi 
della teoria della elasticità. Ho dimostrato cioè che se noi non facciamo al- 
cuna ipotesi circa la struttura del corpo elastico che si considera e cerchiamo 
quali siano le forme speciali che può assumere il potenziale per effetto di 
proprietà di simmetria, troviamo che esse sono tutte e sole quelle che si tro- 
vano ammettendo a priori^ come dato sperimentale, la legge fondamentale 
che regge la simmetria dei cristalli. Questa legge, per quanto riguarda le 
proprietà elastiche, risulta così implicita nella ipotesi ordinaria (poiché in 
sostanza altro non è che un'ipotesi, quantunque possa con vari argomenti 
giustificarsi) per cui si assume per il potenziale elastico una forma quadra- 
tica delle sei componenti di deformazione. Il teorema ricordato viene per- 
tanto a portare un nuovo argomento in favore di tale ipotesi ; poiché si può 
dimostrare che se prendiamo un'espressione più generale per il potenziale, 
includendovi una forma di grado superiore al 2.^, tale teorema cessa di es- 
sere vero. La così detta legge di razionalità degli indici non sarebbe quindi 
in generale compatibile, dal nostro punto di vista, con una teoria dell'ela- 
sticità, in cui si tenesse conto anche delle deformazioni d'ordine superiore 
al primo, come in qualche caso si è tentato di fare. 

Ritornando nelle mie Lezioni sopra queste proprietà, ho potuto darne 
una dimostrazione assai più semplice di quelle di cui mi sono servito nelle 
due Note ricordate innanzi, che anzi mi sembra la più semplice ed elemen^ 
tare possibile. Mi pare perciò opportuno, il farla conoscere, almeno per ra- 



(*) Sulla legge eli razionalità rispetto alle proprielà elasticlié dei cristalli, 1.° Sem. 1894. 
— Sopra gli invarianti ortogoìiali di àefor inazione^ 1,^ Sem. 1895. 
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gioDÌ didattiche, aggiungendovi la 'deduzione completa che ne risulta, di tutte 
le forme speciali de] potenziale, deduzione di cui prima non mi era occupato. 
La determinazione delle varie forme del potenziale per questa via pre- 
senta anche il vantaggio di essere sotto certi punti di vista assai più spe- 
dita, rispetto ai metodi fondati sopra trasformazioni di coordinate, che sono 
ancora generalmente riprodotti nei trattati anche recenti. Tale utilità del 
resto era stata chiaramente indicata dal Beltrami nelle sue Note fisico-ma" 
tematiche nei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, T. Ili, 1889, 
nella deduzione delle forme isotrope del potenziale. È perciò doveroso ricor- 
dare che il concetto fondamentale, da cui hanno avuto orìgine questi studi, 
è del compianto maestro. 



§ 1- 



Determinazione degù invarianti ortogonali di deformazione. 

Siano ff, Vy w le componenti di spostamento di un mezzo elastico riferite 
ad una terna di assi ortogonali x^ ijj z] u\ v'y w' le componenti dello stesso 
spostamento riferite ad un'altra terna di assi Xy ijy z\ Porremo secondo le 
notazioni di Kirchhoff 

cu _ d w . dv 

X(^ — — — Il z — * Zu =^ :5 -p Q 

ex ^ ^ cy oz 

C V _ è H _i^^^ 

"^^ dy ' C2 ox 



e analosfamente 



O' 



8 w ■ dv t_c H 



cu , , cw.cv 



X jff *^ r> * ti 2 ^~" z ij — - «- / ~T" «-V ' > ecc.. ecc. 
d X ^ ^ y ^ d X ' 

e chiameremo queste sei quantità Xx<i yyj Zzy yz) z^y^y \^ componenti di 
deformazione. Se supponiamo che dagli assi x, y, z si passi agli assi x'y.y'y z 
con una semplice rotazione di un angolo a attorno all'asse delle z\ le rela- 
zioni che legano le componenti di deformazione riferite ad una terna di assi 
alle componenti di deformazione riferite all'altra (le quali sono date in gè* 
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nerale da una sostituzione ortogonale a sei variabili) si possono porre sotto 

una forma assai semplice, introducendo l'unità immaginaria i = \' — 1, come 
ho già dimostrato nella seconda delle note sopracitate. Si ha infatti 

ti' -j- t v' = e** (w + i v) tv' = w 

d d 



d t ' d io. i S I • ^ \ 

ox * y \d X oy] 



dz d z 
e, combinando opportunamente per moltiplicazione queste relazioni, si trova 

a) X\ - y\ + % X'y = ^'»* {Xa: — Vy + i Xy) 

e) Za: + i y'z i= e** {zx + iyz) 

(1) Z'z = Zjg . 

La sostituzione a sei variabili si decompone così in due sostituzioni ortogo- 
nali a tre variabili, ridotte a forma canonica. L'una rappresenta una rota- 
zione di un angolo 2 a, l'altra di un angolo a. 

Se l'asse delle ^ è di simmetria per il mezzo elastico, il potenziale dovrà 
essere formato con espressioni che siano invarianti quadratici per le rotazioni 
corrispondenti al periodo di tale simmetria. La ricerca delle diverse forme 
possibili pel potenziale si riduce quindi alla ricerca di tali invarianti. Ora 
se fixxj yyj Zzi y^ì ^^) Vy) ^ uno* di questi, la relazione che ne dimostra 
r invariantività 

f\Xxi y y) ^sy y zy ^ xy ^y) = /(^a?) ^y ) ^z) yzj ^X) Xy) (2) 

dovrà essere una conseguenza delle (1), e precisamente il risultato della eli- 
minazione del fattore esponenziale fra le relazioni che si ottengono dalle (1), 
dalle loro coniugate, elevandole al quadrato o moltiplicandole fra loro a 
due a due. Inoltre siccome queste relazioni risulteranno tutte formate linear- 
mente col fattore esponenziale e, toltone questo fattore, simmetriche rispetto 
ai due sistemi di componenti di deformazione, l'eliminazione si potrà eseguire 
uguagliando fra loro le espressioni che per tale fattore risultano dalle diverse 
relazioni, o, ciò che torna lo stesso, moltiplicando fra loro o per se stesse 
le relazioni (1) o le loro coniugate in modo che dai prodotti scompaiono i 
fattori esponenziali. 

Abbiamo così un metodo assai semplice per costruire tutti i possibili in- 
varianti quadratici. È chiaro poi che un procedimento analogo porterebbe a 

Annali di Matematica^ Serio IH, tomo VII. 18 
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trovare gli invarianti <]i qualsiasi grado fi. Basterebbe combinare per molti- 
|;iicazione le H •. e le loro coniugate n ad n, in modo che dai prodotti scom- 
parissero i fattori esponenziali e si avrebbero così tutte le relazioni di g^ado n 
della forma i2) e quindi i corrispondenti invarianti. (Circa la legge di forma- 
zione di questi invarianti, V. la 2.* delle due Note citate.) 



r-i. 



Invakiaji'ti di rotazione. 

Incoiiiiiiciamo a trovare col procedimento indicato quelle espressioni, ben 
note del resto, che rimangono invariate qualunque sia l'angolo di rotazione «, 
(• die si pofisono chiamare, come ho già fatto in una delle Note citate, in- 
varianti di rotazione. 

Le (U) (Uy) non contenendo a, ci danno i tre invarianti quadratici 

Molliplirando la (1») per la sua coniugata troviamo 
e cohì dalla (i)a) si hn 

'-ti ■' n <» I 4 

^ .V + !/:'-= ^'j: + y: • 

Non è j)0s.sibilc in altro modo eliminare a Ira le (1) combinandole a due 
a (lue Henza aUribuire ad a un valore speciale. 

Troviaiuo così,*come ò notissimo, cinque invarianti di rotazione. Il po- 
1' nziale (elastico per i mezzi che ammettono un asse di isotropia è una fun- 
zione lineare di questi e contiene quindi cinque costanti. 



Sul potenziale elastico. 133 



§ 3. 



Gli invarianti ciclici e la legge di razionalitX degli indici. 

Per avere gli invarianti corrispondenti a valori speciali di a, coi quali 
deve essere formato il potenziale, quando il mezzo ha un asse di simmetria 
elastica di un certo periodo n, cominciamo ad osservare che fra questi inva- 
rianti saranno sempre compresi i cinque di rotazione già considerati. 

Pertanto delle 21 combinazioni a due a due che si possono formare colle 
(a) (b) (e) (d) e colle coniugate (a) {e) possiamo trascurare (6, b) (rf, d) (è, d) 
(flf, a) {e, e) già considerate. Riguardo alle rimanenti si può osservare che 
è inutile considerare le (a, a) (a, b) (a', d) {a\ e) {c\ e), poiché daimo 
luogo a relazioni che sono le coniugate delle (o, a) (a, b) (a, d) (a, e) (e, e) 
e portano perciò agli stessi invarianti. Inoltre si possono trascurare le (è, e) 
{Cj rf), (e', b) {c\ d) {a\ e) (a, e) poiché da esse non può risultare alcun in- 
variante; difatti nel secondo membro di queste relazioni si ha il fattore e**" 
che non può ridursi all'unità in alcun caso, poiché a non può supf^rare tt. 
Tutto quindi si riduce a cercaie gli invarianti che possono risultare dalle 
cinque relazioni seguenti : 

{^'x - y\ + i a^V/ = ^''* i^x — Ufj + i OTyY (a, a) 

(e'x + i y'sf = e'^^ {z^ + i y// (r, e) 

ix'^ — l/y + i X'y) {X:c -h y'y) = ^''* {^x — Vy + i ^y) {^x + t/y^ («, b) 

(.l '^ — y'y -I- / X\j) iZa: + i y'z) = e?'** {OTa: - yy 4- i Xy) {Zc + i yz) (^, e) 

{X^ — y'y + i ^'y) Z'z = «'*^ {Xo, — yy + l Xy) Z^ (a, d) 

quando si faccia a = — ^ e si attribuiscono ad n tutti i valori interi da 2 in poi. 

Ora per n=2, si ha a = 7r, quindi risultano uguali all'unità i fattori 
esponenziali delle (a, a), (r, e), (a, b\ (a, d); ciascuna di queste 4 relazioni 
complesse si scinde quindi in due reali della forma della (2) e dà quindi luogo 
a due invarianti ciclici di periodo 2. A questi aggiungendo i 5 di rotazione, 
troviamo che il numero IH degli invarianti, con cui dovrà essere formato il 
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potenziale, e delle costanti che potrà contenere 

por w = 2 • sarà JV^ = 13. 

Supponendo n = 3 abbiamo « = -^ e quindi dei fattori esponenziali che 

ó 

compaiono nelle relazioni precedenti si ridurrà all' unità soltanto quello 
della {Oj e). Abbiamo così due soli invarianti, e perciò 

per w == 3 sarà N = 1. 



Supponendo n = 4 abbiamo « = -3" e si riduce alla unità il fattore espo- 

a 

nonziale della sola (^, a). Quindi anche in questo caso si hanno due soli in- 
varianti ciclici, a cui aggiungendo i cinque di rotazione, troviamo che 

per « = 4 sarà ìs = 7. 

E chiaro che per n > 4 i numeri 4 i a, sia, 2 i a, % a non potranno mai 
diventare multipli interi di 2;:/ e quindi le relazioni precedenti non potranno 
mai portare ad espressioni invariantive quadratiche nuove. Il potenziale in 
questi casi non potrà contenere che i cinque invarianti di rotazione. 

Dunque possiamo senz'altro concludere: 

7 soli assi di simmetria liei quali il j)otenziale può avere forme distinte 
f^ono Quelli a periodo 2, 3, 4. Quando esistesse un asse a periodo superiore 
il potenziale ha la forma corrispondente ad un asse di isotropia. 

Questo risultato, come 6 noto, equivale alla cosi detta legge di raziona- 
lità degli indici, por quanto concerne i fenomeni elastici. 

Per vedere poi come ammettendo che 51 potenziale possa essere di grado 
f^upcriore al secondo, non si possa ))iù arrivare alla conclusione ora enunciata, 
l)i>ta osservare che dalle (1) si jìuò ricavare 

(^'^ - y'y -\- i '^'y ' i/x f i !/',) = e'^' ( .r^ — j/y + / Tyf {z^ -f- i y,) 

e che quin<ii esistono due invarianti di terzo grado di periodo 5, il che è in 
disaccordo colla legge di razionalità dogli indici sopracitata. 
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§ 4. 



Le forme del potenziale elastico. 

Le considerazioni precedenti ci danno quattro forme distinte per il po- 
tenziale, quella corrispondente al caso in cui esiste un asse d'isotropia e le 
tre che corrispondono agli assi a periodo 2, 3, 4 ossia ai gruppi ciclici di 
rotazioni, che possiamo indicare con C,, C3, Cj. Per trovare le rimanenti 
forme possibili pel potenziale, e corrispondenti ad un gruppo qualsiasi di ope- 
razioni caratterizzanti una certa simmetria, osserviamo anzitutto che è su- 
perfluo considerare i gruppi di operazioni di 2." specie, cioè quelli che mu- 
tano una figura nella sua simmetrica. 

Difatti indichiamo con P una forma del potenziale che rimane invariata 
per un gruppo qualsiasi di operazioni 5, contenente operazioni di 2* specie. 
Essa dovrà essere indentica colla forma Q che corrisponde al gruppo più ge- 
nerale R di rotazioni contenute nel gruppo S. Difatti le componenti di de- 
formazione non mutano, quando le variabili r, y, z si mutano in — rr, — y, 
— 2r, cioè per una inversione rispetto all'origine degli assi. Perciò la forma Q 
rimane invariata non solo pel gruppo R di rotazioni ma anche pel gruppo G 
più generale, che risulta aggiungendo ad R l'operazione d' inversione rispetto 
all'origine. 

Per la stessa ragione la forma P non potrà in generale essere speciale 
al gruppo S] ma, se esso non contiene l'operazione d'inversione, apparterrà 
anche al gruppo più generale (?,, che si ottiene aggiungendo ad S tale in- 
versione. 

Ora un gruppo qualunque di 2.^ specie può sempre generarsi aggiungendo 
al gruppo più generale di rotazioni in esso contenute, una qualsiasi delle ope- 
razioni di 2.^ specie del gruppo stesso. (Cfr. Schoenflies, Krystallsysteme timi 
Krystallstnictur^ pag. 83,) Quindi dovrà G^ coincidere con (?, opperò sarà 
anche 

Da ciò segue, che per avere tutte le possibili forme del potenziale, ba- 
sterà cercare quelle che corrispondono ai gruppi di rotazioni, e per la prò- 
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prietà dimostrata al paragrafo precedente, unicamente per quei gruppi che 
contengono assi a periodo 2, 3, 4. 

Questi sono i gruppi ciclici C,, C», C4 già considerati, ed i gruppi die- 
drici Z),, 2)3, Di determinati da un asse a periodo 2, 3, 4 e rispettivamente 
da 2, 3, 4 assi di periodo 2 normali all'asse principale. Poi i due gruppi T 
ed così detti del tetraedro e dell' otaedro, poiché contengono gli assi di 
simmetria di questi due poliedri regolari. (Schoenflies , Op. cit., pag. 74.) 
Oltre le tre forme cristallografiche già trovate pel potenziale, non potremo 
quindi averne più di altre 5 nuove. Vedremo poi che queste forme si ridu- 
cono a 4, poiché le due forme corrispondenti ai gruppi T ed coincidono 
fra loro. In tutto dunque 7 forme cristallografiche. 

In quanto alle forme che possiamo chiamare d'isotropia, si vede facil- 
mente che, oltre quella già trovata, non ne può esistere che un'altra, quella 
corrispondente all'isotropia completa. Difatti se esistessero due assi d'isotropia, 
dovrebbero essere tali anche le generatrici dei due coni di rotazione aventi 
per asse tali assi d'isotropia e per apertura l'angolo compreso fra essi. Si 
avrebbero così infiniti assi d'isotropia, e si vede facilmente che qualunque 
retta scelta arbitrariamente dovrebbe pure essere tale. 



§ 5. 



Espressioni degli invarianti di deformazione. 

Vediamo ora di trovare le espressioni effettive degli invarianti corrispon* 
denti a tutti i gruppi considerati, osservando anche, che con opportune com- 
binazioni lineari degli invarianti ottenuti col procedimento indicato nei pa- 
ragrafi precedenti, si possono formare delle nuove espressioni invariantive piìi 
semplici e più simmetriche di quelle direttamente costruite. 

Gli invarianti ciclici come risultano dalle equazioni del § 2, sono 

U = («r^ - ?/y)« + .r^ 75 = z\ + y\ . 
Ad 1, possiamo sostituire la combinazione 

- (/i - u) = 2 r^j/y — ,, x^ = i\. 
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Si hanno così i cinque invarianti considerati dal Beltrami nelle citate 
Kote fisico -matematiche. 

Invece di t, si suole anche considerare la combinazione 

j ('*. + ii) = xl: + yl + jxl. 

Gli 8 invarianti che conviene aggiungere a questi per ottenere gli inva- 
rianti del gruppo C, sono, secondo le equazioni del § 3, (a, a), (e, e), {Uj ft), 
(a, d): 

If = {x^ — yyY — xl If = {X^ - yy) Xy 

i 7' = (Xar yy) 2^^ ^ X == 3?y 2?^ • 

Pel gruppo Cz abbiamo invece dalla (a, e) 

If) = {x^ - yy) z^ ^ Xy yj If = {Xa; — J/y) J/^ — OTy ^o, . 

Similmente per il gruppo d dalla relazione (e/, a) ricaviamo i due in- 
varianti 7^-^ e If) già trovati pel gruppo C,. 

Per ottenere ora gli invariaati dei gruppi D,, A, D4 basta osservare 
che questi gruppi di operazioni possono essere generati aggiungendo ai gruppi 
ciclici una rotazione di un angolo tt intorno ad un asse u normale all'asse 
del gruppo ciclico. Ora, se prendiamo per asse u l'asse delle ar, vediamo su- 
bito che per tale rotazione si ha la seguente sostituzione nelle sei compo- 
nenti di deformazione 

Xse yy Zz ys Zx ^y\ 

^X yy ^X yZ Zgs Xy] 

perciò noi potremo passare dagli invarianti dei gruppi C,, C3, C4 a quelli 
dei corrispondenti gruppi Z>, scegliendo tra i primi quelli che restano inva- 
riati cambiando Zx^ Xy m — Zx^i — Xy. 
Godono di questa proprietà 

per il gruppo A : 
i i i i\ i. 7*2) 7(2) 7(2) 7.2) 

per il gruppo 7)3 : 

^17 ^ij ^3) ^4) ^5) -^2 7 

per il gruppo 7)4 : 

**'*'* 7'i2) 
*l 7 ^2) ^37 * 47 ^37 -«1 • 
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Il potenziale conterrà (luindi 9 coefficienti pel gruppo Dj, 6 per i gruppi 
D^ e D,. 

Prima di passare agli ultimi due gruppi T, osserviamo che gii in- 
varianti del gruppo A si possono mettere sotto una forma assai semplice e 
simmetrica. Infatti agli invarianti «s, 7^^^ possiamo sostituire 

ad «4 e 7^-^ possiamo sostituire 

e alla terna formata dal primo di questi, da /, ed 7{?^ possiamo sostituire 

Finalmente invece dei due invarianti tg, 71-^ possiamo prendere 

I nove invarianti prendono quindi la forma seguente pel 

Gruppo D^: 

Dy Zz , ^z^x 1 ^x Hy 

f 2 •> 

Possiamo ora subito ottenere gli invarianti del gruppo T del tetraedro. 
Difatti questo gruppo di rotazioni può ottenersi (Schoenflies, Op. cit., pag. 208), 
aggiungendo al gruppo D^ le rotazioni attorno ad un asse ternario disposto 
simmetricamente rispetto ai tre assi ortogonali di D^. Supponendo di prendere 
(juest'asse ternario nel triedro positivo degli assi rr, y, z le rotazioni attorno 
a quest'asse hanno per effetto una permutazione nelle t, ?/, z quindi anche 
nelle w, r, w. Perciò le tre espressioni che compaiono in ciascuna delle tre 
linee del quadro precedente si scambiano fra loro. Da ciò segue che gli in- 
varianti del gruppo del tetiaedro non possono essere altro che le tie espres- 
sioni 

•'^:- + y, + ^:- 

y,j z, + z, r^ + Xx tjy 

yl + ^'x + x\ . 

Nel potenziale avremo quindi tre costanti. 

Non è difficile verificare che le tre espressioni precedenti sono invarianti 
anche per il gruppo dell'ottaedro Difatti questo gruppo può ottenersi (Schoek- 
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FLiEs, Op. cit., pag. 209) aggiungendo al gruppo del tetraedro le rotazioni in- 
torno ad un asse binario che bisechi l'angolo compreso fra gli assi delle x e 
delle y. Una rotazione attorno a questo asse produce sulle componenti di de- 
formazione la sostituzione 

^x yy ^x Ifz ^x ^1 

,yy ^of ^z Zz J/x ^y i 

per la quale evidentemente le tre espressioni precedenti rimangono in- 
variate. 

Pei gruppi T ed il potenziale ha quindi forma identica. 

Per ottenere finalmente T espressione del potenziale isotropo osserviamo 
che questa dovendo essere un caso speciale di quella corrispondente ai gruppi 
r, Q (poiché in questa ultima ad es. gli assi r, y, z non sono d'isotropia) 
non potrà contenere più di 2 costanti e quindi non potranno esistere più di 
due invarianti isotropi. 

D'altra parte sommando fra loro opportunamente i cinque invarianti di 
rotazione possiamo ottenere le due espressioni 

^^x f yy M- Zz)^ ^l + yl + ^l + jy^+lf^a: + jOC,j 

le quali sono simmetriche rispetto ai tre assi. 

Esse quindi possono considerarsi come invarianti pel caso, in cui i tre 
assi delle a:, y, asiano d'isotropia* ma una tale particolarità, per un teorema 
noto sulla composizione delle rotazioni, (o anche per un'osservazione fatta alla 
fine del § 4) non può presentarsi senza che qualsiasi altra retta sia asse d'iso- 
tropia. I due invarianti precedenti sono perciò isotropi, come è ben noto. 

Riassumendo possiamo quindi concludere: 

Per il potenziale elastico quadratico possono esistere sette forme speciali 
cristallografiche, oltre la forma generale (con 21 costanti) che appartiene ai 
due gruppi del sistema Iridino y ed alle due forme della isotropia completa 
ed incompleta. Queste sette forme corrispondono ai gruppi di operazioni di 
1.^ specie (o gruppi di rotazione) 

Cj, Dij C:ty X/3, G4, X/4, 1 
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ossia, secondo la nomenclatura proposta dallo Scuoenflies, ai (/ruppi 

Tetardoedria del sistema monogonale^ C, 

Emiedria enantiomorfa r , i), 

Tetartoedria del sistema trigonale^ C3 

Emiedria enantiomorfa v , D3 

Tetartoedria del sistema tetragonale^ C\ 

Emiedria enantiomorfa « , 1)^ 

Tetartoedria del sistema regolare^ T. 

Le forme del potenziale corrispondenti a qualsiasi altro gruppo cristallo- 
grafico coincidono con una di queste e precisamente con quelle del gruppo 
che contiene le stesse rotazioni, all' infuori di quelle del sistema esagonale 
che coincidono colla forma delP isotropia assiale, e di quelle del sistema tri* 
clino che, come si è già detto, contengono tutti i 21 termini della forma qua- 
dratica completa. 



ottobre ll^Ol. 



Le deformazioni tipiche 
dei corpi solidi elastici. 



(Di Michele Gebbia, a Palermo.) 



PREFAZIONE. 



Mi 



i propongo col presente lavoro d'introdurre nella statica dei corpi so- 
lidi elastici conservativi i concetti di tre deformazioni particolari di un corpo 
indefinito in tutti i sensi, che costituiscono gli enti analoghi di quelli, che 
nella teoria delle forze agenti secondo la legge newtoniana sono le tre fun- 
zioni potenziali di massa a tre dimensioni, di distribuzione superficiale sem- 
plice e di doppio strato. Io le chiamerò deformazioni tipiche^ e dirò del 
primo, del secondo e del terzo tipo, ordinatamente, le analoghe di queste tre 
funzioni potenziali. Dimostrerò poi che la deformazione prodotta in un corpo 
elastico conservativo (qualunque ne sia il potenziale d'elasticità) da forze 
agenti in massa ed in superficie allo stato d'equilibrio può esser decomposta 
in tre dei tipi rispettivi 1.^, 2.'' e 3.^ Il teorema analogo nella teoria delle 
funzioni potenziali è quello dovuto a Green, per cui una funzione di tre va-^ 
riabili reali comunque determinata dentro un campo a tre dimensioni, purché 
sfornita di singolarità insieme alle sue derivate prime e dotata di derivate 
seconde finite, può esprimersi per la somma di tre funzioni potenziali delle 
tre specie su indicate. Questo teorema della scindibilità di qualunque defor- 
mazione avrà dunque nella statica dei corpi elastici un'importanza simile a 
quella, che il suo analogo gode nell'elettrostatica. Col concetto delle defor- 
mazioni tipiche e con questo teorema intendo apportare un contributo all'as- 
sestamento della statica dei corpi elastici secondo un ordine d'idee perfetta- 
mente analogo a quello, che regge la teoria delle forze newtoniane e l'elet- 
trostatica analitica, assestamento del quale il Betti pose le prime ed indele- 
bili fondamenta, e che dopo lui sembra aver costituito il desideratum di al- 
cuni studiosi della materia. 
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Però, a differenza à\ quanto avviene per le tre funzioni potenziali, di 
cui 8Ì stabiliscono fin da principio le espressioni analitiche per integrali de- 
finiti deducendole dal concetto dell'attrazione, io non posso definire le defor- 
mazioni tipiche per le loro espressioni analitiche, in generale sconosciute: le 
definirò invece per le loro proprietà caratteristiche, mostrando che dalla con- 
siderazione di fenomeni fisici ideali dedotti per estensione di concetto dai 
fatti fisici osservabili, scaturisce la possibilità di tre deformazioni di un corpo 
elastico indefinito, ciascuna delle quali apparisce come dotata di certe pro- 
prietà, che la distinguono univocamente. Cosi la teoria delle deformazioni ti- 
piche, quale qui la espongo, non ha il completo rigore matematico di quella 
delle funzioni potenziali, poiché attinge dalla fisica i criteri di esistenza. Però 
si rifletta che di questo ripiego è piena la fisica matematica, la quale senza 
di esso non potrebbe progredire. Ciò è avvenuto pel così detto principio di 
DiRicHLET, la cui dimostrazione matematica rigorosa, tuttora non scevra di 
limitazioni, s'è fatta tanto aspettare, mentre si è lungamente supplita con la 
dimostrazione fisica dedotta dai fenomeni elettrostatici; e nella stessa teoria 
dell'elasticità siamo ben lontani dal poter dimostrare che le equazioni diffe- 
renziali dell'equilibrio di un corpo elastico ammettono un sistema integrale, 
mentre siamo persuasi di non doverne dubitare di fronte all'esistenza dei 
fatti fisici. Ma del resto questo ripiego è provvisorio, e la nostra teoria se 
ne libera subito per ogni forma particolare del potenziale d'elasticità, per la 
quale sia possibile stabilire le espressioni analitiche delle deformazioni tipiche, 
come in questo lavoro stesso mostrerò potersi fare pei corpi isotropi. Intanto 
è notevole che la deducibilità immediata delle proprietà caratteristiche delle 
deformazioni tipiche dalla loro definizione fisica non perderebbe mai la sua 
importanza, quand'anche le loro espressioni analitiche fossero generalmente 
note ; ed è questo un fatto, che non trova corrispondenza nell'analoga teoria 
delle funzioni potenziali, le proprietà caratteristiche delle quali non isgorgano 
immediatamente dal loro concetto dedotto dai fenomeni dell'attrazione. Ciò, 
secondo il mio modo di vedere, scevera dalle considerazioni con le quali 
presento questa teoria quel carattere di provvisorietà, che a prima vista po- 
trebbe loro attribuirsi. 

Mi è sembrato necessario cominciare la presente Memoria con una prima 
parte introduttiva. Ivi, dopo esser ritornato brevemente sui fondamenti, sta- 
bilisco anzitutto un'interpretazione, che può darsi alle equazioni d'equilibrio, 
più generale dell'ordinaria, e che è necessaria per l'intendimento della parte 
essenziale di tutto il lavoro. Essa è una conseguenza del carattere di ap- 
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prossimazione che investo tutta la teoria matematica dell'elasticità. Poscia 
definisco alcune nuove cause, da cui può pensarsi prodotta la deformazione 
di un corpo, oltre alle ordinarie, che sono le azioni di forze applicate in 
massa o sulla superficie esterna, perocché la considerazione di queste altre 
cause è di essenziale importanza per la definizione delle deformazioni tipiche. 
Infine stabilisco un'amplificazione necessaria del teorema della sovrapposizione 
degli effetti nella sua espressione statico. 

Nella seconda parte delia Memoria svolgo la teoria generale delle de- 
formazioni tipiche, ed enuncio il teorema della scindibilità di qualunque de- 
formazione di un corpo limitato in tre tipiche, dandone due dimostrazioni : 
la prima puramente analitica richiede soltanto ammessa l'esistenza di queste 
deformazioni ; la seconda fa scaturire la scissione dal principio della sovrap- 
posizione degli effetti come sopra amplificato, e mi sembra che questo se- 
condo metodo renda le scindibilità quasi intuitiva. 

La terza parte della Memoria è dedicata alla costruzione delle espres- 
sioni analitiche delle deformazioni tipiche dei corpi isotropi, al quale scopo 
mi servo delle proprietà delle funzioni potenziali ordinarie e di quelle parti- 
colari da me studiate nei due lavori: I.^ Su certe funzioni potenziali di 
masse diffuse in tutto lo spazio infinito (Rendic. del Circolo matematico di 
Palermo, t. IV); 2.^ Appendice alla stess-i memoria (Ibid., t. VI). La co- 
struzione di queste espressioni stabilisce matematicamente l'esistenza delle de- 
formazioni tipiche dei corpi isotropi, e quindi, applicando il teorema di scin- 
dibilità così reso per questo caso indipendente da ogni fondamento d'ordine 
fisico, mi è possibile esprimere la deformazione di un corpo isotropo limitato 
sotto l'azione di forze equilibrate come risultante di tre tipiche, e perciò in 
funzione delle forze agenti in massa ed in superficie e degli spostamenti dei 
punti della superficie. Questa espressione coincide, salvo differenze di segna- 
tura, con quella data dal sig. C. Somiqluna nella memoria Sulle equazioni 
delV elasticità (Ann. di Matematica, t. XVII). 
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PARTE PRIMA. 



Note introduttive. 



§ I. Sulle equazioni differenziali dell'equilibrio dei corpi elastigk 

1. La teorìa matematica dell'elasticità è approssimati va^ poiché riguarda 
la deformazione dei corpi come infinitesima, benché di fatto essa non possa 
essere che estremamente piccola rispetto alle dimensioni del corpo deformato. 
Così vi si trascurano, rispetto alle dimensioni del corpo o alle forze che vi 
sono applicate, le grandezze piccolissime che dipendono dalla deformazione 
e, rispetto a queste, le grandezze di un ordine maggiore di piccolezza, come 
si farebbe rigorosamente se si trattasse di veri infinitesimi. 

Riassumiamo brevemente il procedimento col quale si stabiliscono le 
equazioni dell'equilibrio dei corpi elastici e le principali conseguenze che se 
ne deducono, proponendoci di mettere in luce alcune circostanze dipendenti 
dal cennato carattere di approssimazione della teoria, le quali spesso non si 
rilevano, almeno esplicitamente, ma che pel retto intendimento della parte 
essenziale del presente scritto hanno un'importanza fondamentale. Limiteremo 
quindi le spiegazioni o le dimostrazioni a quei soli punti che hanno attinenza 
con le cennate circostanze, sorvolando sul resto. 

2. Un corpo elastico, quando si deforma, passa da una con6gurazione 
che diremo anteriore ad un'altra che chiameremo jwsteriore. Denoteremo con 
^0 9 .Vo9 ^0 (coordinate anteriori) le coordinate di un punto materiale del corpo 
nella prima configurazione e con Xj y^ z (coordinate posteriori) quelle dello 
stesso punto nella seconda. Le grandezze t/, r, w determinate dalle egua- 
glianze 

x=r=To+Uj ?/ = .Vo + «^ , = ^0 + »«^ (1) 

sono le componenti dello spostamento del punto materiale, e possono ritenersi 
funzioni di ^o, y. , ^o- Esse sono piccolissime rispetto alle dimensioni del 
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corpo considerato, come mostra l'esperienza, e debbono ritenersi continue, se 
si ammette che la deformazione non produca lacerazioni. Anche le derivate 
prime e seconde di queste funzioni si ritengono piccolissime ed in generale 
continue per ragioni che qui non serve richiamare. 

Son noti il significato e l'importanza di quelle combinazioni delle deri* 
vate prime, che chiamansi componenti della deformazione, cioè : 

_ dn d V j^d in 

d r d IO , d u 

•^*'' Ó t/o ' OXo OZo 

e w cu ^^ d V 

e qui abbiamo aggiunto l'indice alla notazione di Kirghhoff per significare 
che le derivate son prese riguardando Uy v^ tv come funzioni delle coordinate 
anteriori e rispetto a queste coordinate, distinzione di cui l'opportunità riu- 
scirà manifesta in seguito. 

3. Diciamo che nello spazio vi è un campo di forza, quando esistono 
tre funzioni delle coordinate di un suo punto 

S(x, y, z),' H(a:, y, z), Z{x, y, z), 

che esprimano le componenti della forza che sollecita la massa unità quando 
è concentrata in questo punto. 

Diciamo che nello spazio esìste un campo di tensione quando esistono 
tre funzioni 

l{Xy y, Zy oij /3, y), m(x,... a,...)? n{Xy,.. «,...)> 

che esprimano le componenti riferite all'unità di superficie di una tensione 
che sì esercita sopra un elemento superficiale qualunque, il cui. centro abbia 
le coordinate ir, y, ^ e la cui normale rivolta in determinato senso abbia i 
coseni direttori a, /3, y. Se allora si considerano elementi superficiali costi- 
tuenti una determinata superficie, le variabili *«, j3, y diventano funzioni di 
X, tfj z dipendenti dall'equazione di questa, e con tale intendimento possiamo 
esprimere le componenti della tensione determinata dal campo per tre fun- 
zioni del tipo 

L{x, y, z), M{x, y, z), N{x, y, z). 
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4. Rammentiamo che un corpo elastico dicesi allo stato naturale quando 
si trova in una configurazione tale, che le forze interne dovute air elasticità 
siano dovunque nulle, mentre non vi agiscono forze esterne. Studiando defor- 
mazioni prodotte dairapplicazione di forze, ammetteremo che la configurazione 
untoriore sia d'equilibrio naturale. 

5. È nota la definizione del potenziale Po delle forze elastiche, il 
(juale esprime il lavoro, riferito all'unità di volume del corpo pensato nella 
configurazione anteriore, che compiono le forze stesse per restituire allo stato 
naturale il corpo deformato, e che viene espresso da una funzione omogenea 
quadratica essenzialmente negativa delle componenti della deformazione. In 
tale espressione ò implicita l'ipotesi che là deformazione sia piccoh'ssima, anzi 
essa non snrebbo rigorosa che j)or deformazioni infinitesime, ed applicandola 
ad una ch(5 non è veramente tale, si segue il metodo di approssimazione. 

fi. Ciò promesso, enuiicianìo il problema della statica dei corpi ela- 
stioi così : 

Dato tw corpo elasltco allo stato naturale, e dato un campo per le fotze 
aijenti nella sua Vtassa ed un altro per le tensioni esterne che si esercitano 
sulla sua superfieie, determinare la deformazione del corpo e le forze interne 
che si sviluppano dopo questa. 

TI concetto dei campi di forza e di tensione che v'introduciamo fornisce 
a questo enunciato una larghezza, che d'ordinario non gli si dà. Di solito si 
suppone (e questo è il modo più intuitivo di concepire il problema) che siano 
dato delle forzo da ap})licarsi rispettivamente all'interno e sulla superficie del 
corpo preso allo stato naturale, oppure s'introducono le forze come applicate 
inAUi configurazione d'equilibrio. Ma, in quanto al primo modo, si rifletta che 
i'c(|UÌlibrio del corpo avviene dopo la deformazione, e quindi il problema sa- 
rebbe indeterminato se durante questa non fosse determinata la maniera di 
variazione dello forze esterne, il che equivale all'assegnazione dei loro campi; 
(il in (|uanto al secondo modo, osta il fatto che, dovendo esser dato il coriK) 
niM'ossariamente nella configurazione anteriore, e la conoscenza della posteriore 
dipendendo dalla risoluzione del problema, la distribuzione delle forze esterne 
non può senza l'assegnazione del campo intendersi data a priarij come lo 
deve. Veiireuìo ap}uesso per quali rispetti l'ordinario enunciato più ristretto 
\^e noi preferiremo il primo) possa pure ritenersi attendibile, 

7. Per istabilire le equazioni d'equilibrio applicando il principio delle 
velooit.\ virtuali, bisovrna [pensare il corpo già deformato ed equilibrato sotto 
Ta/ione delle iWze esierne, cioè ridotto alla configurazione posteriore , ed a 



dei corpi solidi elastici. 147 



partire da questa immaginargli impressa una deformazione virtuale determi- 
nata mediante grincreraenti Jw, cJt?, àw delle componenti dello spostamento. 
Nella configurazione anteriore, nella quale il corpo è dato, sia jOo(^oj y©? ^o) 
la densità, e segniamo con d So il volume di un elemento interno. Dopo la 
deformazione queste quantità diventano rispettivamente p e d Sj fra le quali, 
per la conservazione della massa, intercede la relazione 

Po d So = ;> d S. 

Sull'elemento d S i\ campo determina una forza esterna di componente, 
secondo l'asse delle r, S(r, t/, z)pdS o, per l'eguaglianza precedente, 

che brevemente segneremo con Zp^d Sq. 

La superficie do del corpo nella configurazione anteriore diventa, dopo 
la deformazione, la superficie a che limita la configurazione posteriore, ed 
un elemento ddo della prima si trasforma in un elemento d<7 della seconda. 
Su questo elemento il campo di tensione determina una forza di componente, 
secondo l'asse delle a*, 

ove -j^ è una determinata funzione di 'Xoj j/o, ^o dipendente dalle w, v, Wj 
d <^o 

e noi segneremo brevemente questa forza con L -r- d ^o • 

L'equazione fornita dal principio delle velocità virtuali sarà dunque 



I [s^M + H^v + Zito 

So 



pod So -\- 



e da questa, con noti procedimenti, si deducono le equazioni differenziali di 

equilibrio 

d dPo , d dPo . d dPo , ^ ^ ' 



d xq d Xx,Q di/od Xijj9 d zod xz,o i 

a 8Po , a aPo , a aPo , ,, ^ f ,., 

dXQ()yx,o oy^dyy^a ozoóyz.o ' ^ * 

aaPo^aPoaaj^, _n 



d xo'ó zx^o d yod Zy^o d zod Zc,o 
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cP* . cPo ^ . cPo , T fin ^ 

OL^ -f- ;: i5o + T. Vo + L -J— = 



I 

/ 



€P% . cP% - , dP^ X tfd's ^ , _ 



cP.: , cPq ^ I dPo 'iXfdG 

<" Zr,ti c Zt/,§ cj,o a ^Q 



\ 



ove 3-,, 5,, /) denotano i coseni direttori della normale a cj© rivolta verso 
Tinterno. Le tre prime valgono all'interno del corpo e le tre ultime sulla 
sua superficie. 

8. In questa forma, sotto cui rigorosamente vengon fuori, le equazioni 
d'equilibrio non sarebbero comode per la determinazione delle funzioni inco- 
gnite Uj r, te. Per passare da queste alle equazioni ordinarie, bisogna ese- 
guirvi le seguenti riduzioni per approssimazione. 

Le funzioni S, H, Z e le 7>, 3/, -AT dipendono da a?, y, 2r, e per ri- 
durle alle variabili indipendenti rro, i/o, 2^0, bisogna introdurvi le funzioni in- 
cognite w, r, K per mezzo delle (1); la stessa osservazione vale pel fattore 

-T-- • Or supponendo queste funzioni regolari, abbiamo 

fi. = io + 7^ ti + 7^ V -^ ;. -W -{ J 

G Xq G I/q G Zo 

ove per brevità si e posto 

^ i-^o , yo 7 ^0) == 2;^ j L {Xo , j/o , ^u) ^ Lio ; 

(juindi, trascurando i termini piccolissimi rispetto a quelli di grandezza or- 
dinaria, possiamo porre Sp,..., No ai posti rispettivi di S,..., N. 
Si ha poi 

dr» t X d'j — rf To 11/- 
-— = 1 + =\J^r 

ove denota la dilatazione superficiale, che si esprime, com'è noto, linear- 
mente ed omogeneamente per le derivate prime di w, v, tr, e come tale è 
piccolissima; trascurandola di fronte all'unità, possiamo dunque porre 1 al 

pf sto di - — • 
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Con queste riduzioni si ottengono dalle (2), (3) le ordinarie equazioni 
d'equilibrio 

^ ^^' +--- + Hopo-0 (2)' ^ao + ''"\-Mo = '^ (3)' 



d dPo , . ^ ^1 a Po 



+ . . . + Zo Po = -f^ «, + ... + iSTo = 



che sono lineari, ed all'integrazione delle quali si riduce la risoluzione della 
prima parte del problema. 
In seguito noi porremo 

'2«o Po = -3^0 j Hq Po = Io j Zo po = Zo j 

denotando così con Xo , Fo , Zo le componenti delle forze applicate all'interno 
del corpo e riferite all'unità di volume nella configurazione anteriore. Così 
richiameremo le equazioni (2)', (3)' con la notazione abbreviata 

>o + Xo = 0, S)o+ro-=0, 3o + ^o=0 (2y 

?, + Lo = o, a)?o + ii^o = o, 9?o + i^o = o (3y 

denotando con 3fo)***9 % 1^ somme dei termini che dipendono dal potenziale. 
Qui cade acconcio osservare che Xo,..., ^o sono le componenti della 
forza della tensione unitarie che i rispettivi campi determinano sugli ele- 
menti materiali interni o superficiali posti nella configurazione anteriore, ond'è 
che, per istabilire le definitive equazioni d'equilibrio, non viene a richiedersi 
effettivamente la conoscenza dei campi di forza e di tensione, ma basta co- 
noscere la distribuzione delle forze esterne per la massa e sulla superficie del 
corpo nello stato naturale, e ciò giustifica l'ammissibilità dell'enunciato più 
ristretto del problema, di cui sopra è parola. 

9. Passiamo alla seconda parte del problema, cioè alla determinazione 
delle forze interne. Queste consistono nelle tensioni subite nella configurazione 
d'equilibrio dagli elementi superficiali interni del corpo come risultato delle 
forze elastiche. Or le equazioni (2), (3) del n.^ 7 possono evidentemente ap- 
plicarsi ad una porzione interna qualunque del corpo, a condizione di sosti- 
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tuire nelle (3) ai posti di L, 3f, N le componenti della tensione, che la 
porzione rimanente determina sulla superficie di separazione; e siccome que- 
st'ultima può esser qualunque, le (3) così applicate possono darci le espres- 
sioni delle richieste tensioni superficiali interne. Facendo in esse la riduzione 

^== 1, ma non le altre L = Lo etc, e adoperando le notazioni del numero 

precedente, noi scriveremo 

p, = _L, lì?o = — 3f, ^)u = ^N, (4) 

le quali ci manifestano che Po? ^Uj 5^ esprimono, con l'approssimazione 
inerente alla teoria, le componenti, riferite all'unità di superficie nella con- 
figurazione posteriore, della pressione subfta in questa configurazione da un 
elemento superficiale interno, la giacitura e la faccia del quale nella confi- 
gurazione anteriore siano determinate dai coseni «©, /3o, yo- 

In particolare, se «0=1, jSo = 70 = 0, le componenti della pressione 
sono 

oP dP dP 

d x^,o d yr,o d Zxj9 

quindi le sei derivate del potenziale rispetto alle componenti della deforma- 
zione, distribuite opportunamente in tre terne, esprimono le componenti delle 
pressioni subite dopo la deformazione dagli elementi superciali interni, che 
prima di questa sono paralleli ai piani coordinati, sulle loro facce positive. 
Per questa ragione le derivate medesime diconsi componenti della pressione. 



§ II. Significato più generale delle equazioni d'equilibrio. 

10. Fin qui la vigente teoria ,- salvo qualche piccola variazione nel 
modo di esporla. Ora con un cambiamento di variabili indipendenti ed ap- 
plicando ulteriormente, com'è lecito, la riduzione per approssimazione, vo- 
gliamo dare alle equazioni (2)', (3)' un'interpretazione piìi generale. 

Si assegnino in modo fisso ed arbitrario tre funzioni Z7, F, W di a:,,, 
;/o, ^0 sottoposte soltanto alla condizione di essere, insieme alle loro derivate 
dei primi due ordini, continue e piccolissime come le w, v, «(? e le derivate 
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(li queste : in altri termini siano i7, F, W le componenti dello spostamento 
per un'assegnata deformazione piccolissima e continua del corpo distinta da 
quella che si vuole studiare. Si pongano 

ro4-C7=rrf, y^ + V^iji, z,^W=Zi (5) 

e si riguardino «, v, tv come funzioni delle nuove variabili indipendenti ir,-, 
t/ij Zi. Le formolo di transformazione son quelle che si ottengono per inver- 
sione dalle (5) date che siano le forme funzionali U, F, W. La configura- 
zione del corpo, per la quale il punto materiale di coordinate anteriori Xo^ 
i/oj Zo acquista le coordinate a:,-, y,-, Zij è diversa in generale dall'anteriore e 
dalla posteriore, e noi la chiameremo configurazione fondamentale, dicendo 
fondamentali le coordinate rr,-, y,-, Zi, 
Derivando le (5), si ottiene 

dxo dxo dxo dxo dxo óXq 

8yo 3yo' dy^ dy^' dy^ dyo' ^ ^ ^ 

d z^y d z^y d Zo d Zo d Zo d Zo 

Per trasformare le derivate di «, r, to^ ci partiremo dalle formolo pel 
cambiamento delle variabili indipendenti, facendo uso delle (6) e delle egua- 
glianze che se ne deducono con un'altra derivazione; trascurando poscia i 
termini di second'ordine, otterremo facilmente le equazioni approssimate 



d 


u 




a 


u 


d 


a-o 




d 


— 1 

Xi 


d* 


u 




d* 


u 


d. 


9 


«w^-^a 


d. 


7*' 



du du 




du 


d u 


dyo àyi* 

cu 


d Zi 
- , . . . 



dyodzo d yi d zi 
Per trasformare le funzioni «o, i3o, 70 osserviamo che, se 

è l'equazione della superficie esterna del corpo nella configurazione anteriore 
(superficie che supponghiamo mancante di singolarità), quella della superficie 
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trasformata, che limita la configurazione fondamentale, è 

<ji (r,-, y,-, Zi) = Go (.To + f ^ ?/o +V^ Zo'{'W) = 

e si ha 

1 






Ponghiamo altresì 

s 

9 



d Ci f (d <si\* , (d cV , Id <T.\« 1 



con che «f, /3|, y,- denotano i coseni direttori della normale al punto corri- 
spondente di c7t-. Or, adoperando le (6), troveremo 

? 0*0 8 ar/ * ^* ' dt/o 8 yi ^^ ' d Zq~ d zi '^ 
ove e«, ej^, e^ sono piccolissimi del prim'ordine; quindi 

ove )?-» è piccolissima del prim*ordine. Dunque, limitatamente ai termini prin- 
cipali, possiamo ritenere 



y. 



— «» ) Ho — fii ) 7o — 7t • 



In quanto alle forze, per Tanalogia fra le formolo (1) e (5), è chiaro 
che le riduzioni analoghe a quelle fatte al n.° 8, per le quali alle funzioni 
delle coordinate posteriori 

hi^ P ' .^X. • • • • I Jj I • • • 

poterono sostituirsi quelle delle coordinate anteriori 

permettono adesso di sostituire a queste ultime le funzioni delle coordinate 
fondamentali 

X{^i} Vn 2^i) = Xiy... L{Zij ifij zi) = Lij... 

La forma che assumeranno le equazioni (2)', (3)' dopo la trasfor- 
mazione e le indicate riduzioni può enunciarsi brevemente come segue. Si 



dei corpi solidi elastici. 153 



pongano 

d u d V d tv 

dw ^^d n 
•^'* *'• dxi d Zi 

d u , Si; 

e nella funzione Po si pongano semplicemente a:^^,-, yy.i,..., ary^i ai posti ri- 
spettivi di rr-r^oj yy,o,-.«, %o, denotando allora con Pi la funzione Po così 
intesa. Le equazioni trasformate saranno 



yy..- 


=s 


ai; 
Syi' 


^^,i 




d Zi 



d xi dxx,i ' . dxxji 

:^Ì-^-r--- + Yi = (2/' |^«,4-... + JI/, = '; ^3)" 



8 2r< a2f;r,i , d Zr,i 

e noi le richiameremo con la notazione abbreviata 



Xi + X, = 0, 


?)).• + 7, = 0, 


Si +Zi = 


(2)" 


P.. + Li - 0, 


5W, + 3f, = 0, 


mi + A^.. = 


(3)" 



Come si vede, esse non differiscono dalle equazioni ordinarie che pel 
significato delle variabili indipendenti. Però i campi entro cui valgono sono 
quelli occupati dal corpo e, rispettivamente, dalla sua superficie nella confi- 
gurazione fondamentale, ed inoltre bisogna pensare associate ad esse le (5), 
le quali, per mezzo delle funzioni date U, F, Wj riferiscono la configura- 
zione fondamentale all'anteriore. 

Quando le equazioni d'equilibrio s'intenderanno poste in questo modo, 
noi diremo per brevità che la deformazione è rappresentata nella configu" 
razione fondamentale (Xfj yij Zf). 

Convenghiamo di porre l'indice i = quando la configurazione fonda- 
mentale fe l'anteriore e di omettere l'indice quando è la posteriore : ciò, tanto 
nelle coordinate che nelle funzioni di queste. 

11. Circa alle forze interne, riattaccando con le considerazioni fatte al 
n,^ 9, la trasformazione e le riduzioni del presente paragrafo ci permettono 
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di scrivere le eguaglianze (4) così : 

Vi — — L , ìVi = — Ji/, iVi = — iV, 

e queste ci dicono che le espressioni P,-, 3)f,-, :V,- possono assumersi come com- 
ponenti della pressione che si esercita nella configurazione d'equilibrio sopra 
un elemento superficiale interno, la posizione e la giacitura del (]uale nella 
ronfigurazione fondamentale siano determinate rispettivamente dalle coordi- 
nate OTi-, yi, ir,- e dai coseni a,-, /3,-, -/i. 

Fissiamo ancora le seguenti proposizioni, che ci servirà di richiamare 
:singolarmente : 

a) Se scegh'amo come configurazione fondamentale la posteriore, queste 
ultime eguaglianze prendono la forma 

V = - L, m iV, m= — N 

la quale è la più naturale, e perciò la più comodo, por l'immaginazione del 
fenomeno, in quanto che la posizione e la giacitura dell'elemento superficiale, 
che compariscono ai primi membri, vi sono determinate nella stessa confi- 
gurazione (quella d'equilibrio), nella quale agiscono le pressioni coi loro va- 
lori unitarii rigorosi dati dai secondi membri. 

b) Facendo in queste equazioni a=l, /3 = y = 0, risulta che 

cP ap ap 

d X.r C tjx C Zoe 

sono le espressioni d<illc componenti della pressione unitaria che si esercita 
nella configurazione d'equilibrio sopra un elemento superficiale, che in questa 
(configurazione è parallelo al piano // z^ e quindi, rappresentando la deforma- 
zione nella configurazione d'equilibrio, le sei derivate del potenziale distri- 
buitrj opportunamente in tre terne esprimono le componenti delle pressioni 
subite dagli elementi superficiali interni, che nella configurazione stessa sono 
paralleli agli as^si. Quest'ultima definizione delle sei componenti della pres* 
sione è (piella che risulta immediatamente dalla classica considerazione del- 
l'equilibrio del parallelepipedo. 

c) Se in una stessa ricerca occorra (come avverrà in seguito) di far 
u-o di due configurazioni fondamentali diverse contradistinte dagl'indici f, y, 
|)r).ssiamo ritener valide le eguaglianze 

e Pi bPj dPi dPj dPi dPj 

rx.r,i dx.r,j d !/i,,i df/f/,j dxy.i dxy.j 

ed assumerne indifferentemente i primi o i secondi membri come espressioni 
delle componenti della pressione. 
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§ III. Sulle deformazioni eccitate da forze agenti 
IN superficie interne al corpo. 

12. Fin oggi nella teoria matematica deirelasticità sono state consi- 
derate forze super6ciali esterne agenti soltanto sulla superficie che limita il 
corpo, il concetto delle quali è inspirato dal fenomeno delle pressioni che può 
esercitare sopra un corpo elastico un fluido che lo circondi. Nel presente 
studio dobbiamo introdurre il concetto di forze superficiali esterne agenti in 
superficie interne al corpo. Sebbene nessun fenomeno fisico suggerisca la con- 
siderazione di forze siffatte, pure il loro concetto matematico è perfettamente 
chiaro, e l'utilità d' introdurlo diverrà manifesta nel prosieguo del presente 
lavoro. 

Considerando un corpo nella configurazione d'equilibrio, diciamo a una 
superficie tracciata al suo interno, che supponghiamo connessa e chiusa ^ e 
pensiamo che l'equilibrio abbia luogo sotto l'azione di forze agenti su questa 
superficie, delle quali denotiamo con A, M, N le componenti secondo gli assi 
ortogonali riferite all'unità superficiale nella detta configurazione, e supposte 
finite e continue. 

Adopereremo la notazione 2^ /* (discontinuità di /) per indicare la diffe- 
renza dei valori che prende una funzione /*, determinata in un campo a tre 
dimensioni, in due punti infinitamente vicini ad un punto di una superficie 
singolare, il primo situato sulla normale positiva e il secondo sulla negativa. 

Assumendo per ora come configurazione fondamentale la posteriore e ri- 
tornando alla notazione introdotta al n.^ 10, avremo le seguenti condizioni 
analitiche imposte alla deformazione da queste forze: 

2)e=:-A, 2>a)ì»= — M, 2>»ì = -n. (7) 

Infatti distinguiamo le funzioni 1^, a){, 'il con uno o due apici, secondo 
che si riferiscano alla faccia di a che sta dalla parte della normale positiva 
della negativa, sicché avremo 2^ e = P' — ?", ecc. Consideriamo un elemento 
di (T avente due dimensioni lineari infinitesime, e da tutti i suoj punti in- 
nalziamo da ambo le parti le normali di una lunghezza comune infinitesima 
del 2.^ ordine. Lo spazio occupato da queste normali costituirà un elemento 
di volume, che potremo riguardare come cilindrico, e che sarà infinitesimo 
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del quarto oidiue, meutre la fìun superficie laterale lo sarà del terzo. Su 
questo elemento si fanno equilibrio le seguenti forze pìccotissime del secondo 
ordine: 1." la forza esterna di componenti A.da, Mrfa, Nd^} 2." l'azione 
che 8Ì esercita sulla base del citindro che sta dalla parte della normale po- 
sitiva, le cui componenti, trascurando infinitesimi d'ordine superiore al se- 
condo, avranno i valori i''(?7, ì'I'rfff, '}Vd^\ 3." l'azione che si esercita 
sull'altra base del cilindro, di componenti — i'"drj, — IT'rf», — fi'rfs. Ri- 
spetto a queste forze souo trascurabili le azioni che si esercitano sulla su- 
perfìcie laterale del cilindro, perche infinitesime del terz' ordine, e quindi 
si ha 

(A + ':' — r) (f » = 0, 01 + 3)i' - a»") d fl = 0, 

dividendo per di a introducendo il simbolo ^, si perviene alle sopra scrìtte 
equazioni. 

Queste forze possono essere le sole a produrre la deformazione (ed al- 
lora è necessario che si facciano staticamente equilibrio). Ciò ammesso, la 
deformazione sarà determinata dalle equazioni (7) insieme a quelle relative 
all'interno del corpo 

.V = 0, ;J) = 0, 3-0, 

ed alle altre che han luogo per la superficie esterna 
i' = 0, M - 0, SI — i 

è poi sottintesa la condizione che le funzioni u, v, w e le loro derivate prime 
non abbiano altre discontinuità. 

13. È evidente, dopo quanto fa esposto al § Il che, sa invece della 
configurazione posteriore ne awaroiamo oome fondamentale un'altra qaalunqae ^^ 

vicinissima all'anteriore, cioè determinata da tre funzioni (7, V, W delle^l 
coordinate anteriori piccolissime e oontioue insieme alle derivate dei primi ^B 
due ordini, le superiori condizioni non mutano la loro forma nel grado di 
approssimazione della teoria, ma cambia «ollanto il significato delle variabili 
indipendenti, e ciò 8Ì potrà indicare affiggendo alle lettere l'indice r. 

Concludiamo enunciando !e proprietà osservate nella deformazione dì 
cui si tratta, supposto che sìa rappresentata in una configurazione fondamen- 
tale qualunque : 

l." In tutto il ewgpo ■an^jticn^flConPBto dalla configurazione fonda- 
ffiLMitale del corpo, «JM||(iBl^^'^^*'^«ro6rficie singolare n, saranno 
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soddisfatte le equazioni di£ferenziali 

3f, = 0, S), = 0, 3» = 0; 

2.° Sulla superficie singolare a,- saranno sodisfatte le condizioni 

3.^ Sulla superficie esterna saranno 

Pf = 0, 3Jli = 0, ))U = ; 

4.^ In tutto il campo analitico, eccetto ì punti della superficie singo- 
lare, le funzioni w, v, m? saranno continue insieme alle loro derivate prime, 
e saranno dovunque piccolissime. 

A queste condizioni bisogna supporre associate le equazioni che conten- 
gono le funzioni U, F, W, 

14. Le precedenti condizioni sono caratteristiche nel senso, che deter- 
minano univocamente la deformazione a meno di un moto piccolissimo ed 
arbitrario del corpo irrigidito nella configurazione fondamentale. Infatti par- 
tiamoci dalla nota identità 

2JPdS = —j(2Xu)dS—j{l^u)dG^ (A) 

ss o 

ove i sommatori comprendono i termini relativi ai tre assi coordinati, e la 
normale a a si riguarda come positiva quando è rivolta verso Tinterno di S. 
(Per semplicità abbiamo omesso gl'indici /, che sottintendiamo.) Questa è ap- 
plicabile ad una porzione qualunque S del corpo, entro la quale m, t;, to e 
le loro derivate prime siano finite e continue. Per applicarla al corpo intero 
da noi considerato, chiamiamo a la superficie interna, su cui agiscono le 
forze A, M, N ed s la superficie esterna che limita il corpo. Poiché le derivate 
prime sono discontinue attraverso a, bisogna riguardare lo spazio S come 
limitato da 5 e dalle due facce di a, e così l'integrale superficiale si spezza 
nei tre relativi a queste superficie, ma quello relativo alla faccia di a che 
sta dalla parte della normale negativa dev'essere cambiato di segno. Così 
Teguaglianza diventa 

2 rPrfS = — \{lXu)dS— \(19u)ds — j'[l{i^' -r)]da, 



s 
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la quale, per le condizioui ammesse al numero precedente, si riduce a 

- 2\ Pc1S^({lAu)d7. 

■ 

Ora se, per ipotesi, possono esistere due sistemi di funzioni i/,, v,, v, 
od Ufj Vtj Wt soddisfacenti le equazioni del problema, l'equazione precedente 
è verificata per entrambi ; ma allora il sistema di funzioni w = ti| — w, , 
t; = r, — v,, w = Wi — Wfj che pure la verifica, rende nullo il secondo mem- 
bro, sicché resta ; 

jpdS=0, 

s 

da cui s'inferisce, come di solito, che le w, r, tr rappresentano uno sposta- 
mento del corpo irrigidito. 



§ IV. Sulle deformazioni eccitate in ijn corpo 

DA interposizione SOPPRESSIONE DI UNO STRATO SOTTILISSIMO DI MATERIA. 

15. Per l'oggetto del presente studio è di fondamentale importanza il 
concetto, che qui vogliamo introdurre, di un modo fin oggi non considerato 
per eccitare una deformazione piccolissima in un corpo elastico, cioè naediante 
l'interposizione o la soppressione di uno strato sottilissimo di materia. 

Caso di sola interposizione. — All'interno di un corpo elastico allo stato 
naturale si pensi tracciata una superficie (Tq, che supponghiamo chiusa j per 
la quale si denotino con Xoj y^, Zo le coordinate dei punti e con a^^ fio^ y^ 
ì coseni direttori della normale positiva arbitrariamente fissata. S'immagini 
tagliato il corpo per tutta l'estensione di ao, dopo di che questa superficie 
sarà costituita dalla sovrapposizione dei due margini del taglio, uno dei quali 
resterà dalla parte della normale positiva, e lo diremo margine positivo^ mentre 
chiameremo margine negativo l'altro. In ogni punto di ^o restano dunque 
sovrapposti due punti appartenenti rispettivamente ai due margini, e noi li 
diremo corrispondenti. Designeremo con a'o il margine positivo e con a''^ il 
negativo, e distingueremo pure con uno o due apici la lettera designatrice 
di una qualunque quantità pei due valori di questa relativi a due punti cor- 
rispondenti del primo e del secondo margine rispettivamente. 
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Assegniamo tre funzioni u^ v^ te dei punti di ao, o vogliamo meglio 
dire, di a^^ il che torna lo stesso, le quali siano continue, piccolissime come 
gli spostamenti dovuti all'elasticità, e sodisfino inoltre la condizione 

ù<f.o + vfio + wyo>0. (8) 

Allora imprimiamo tale deformazione (w, , r,, «r,) al corpo, per la quale 
i margini si allontanino, lasciando un interstizio vuoto strettissimo, e con- 
seguiamo questo scopo assegnando gli spostamenti rispettivi ti'i, v\j w\ ed 
m'j, v"iy w" i di due punti corrispondenti, in modo che si abbia 

II', — ii"i = w, v\ — t;",=i?, w\ — w\^=^w. (a) 

La deformazione è univocamente determinata da questi dati, perocché 
il corpo può riguardarsi come limitato dai margini, di cui sono dati gli spo- 
stamenti e dalla supei-ficie esterna, su cui sono date le forze (nulle), mentre 
non vi agiscono forze in massa. 

I^' allontanamento dei margini avviene realmente in virtù della rela- 
zione (8). Infatti w lao-f t;',/3o + «r',yo esprime la contrazione del margine posi- 
tivo (espansione quando questo trinomio è negativo), ed u\ a^ -f ^ « /^o + ^'\ Yq 
esprime l'espansione del margine negativo : la relazione (8) dice dunque che 
la prima quantità è maggiore della seconda, come occorre che sia perchè 
Tallontanamento si verifichi. Diversamente l'immaginata deformazione impli- 
cherebbe compenetrazione di materia. 

Immaginiamo che, dopo questa deformazione, l'interstizio vuoto venga 
rinzeppato con uno strato della stessa materia presa allo stato naturale, e le 
superficie esterne di questo strato vengano saldate sui margini; poscia si 
pensi il corpo abbandonato a se stesso. Evidentemeiite dovrà seguire una 
seconda deformazione (w*, r,, u',), perocché le tensioni ò pressioni trasmesse 
dai margini allo strato non sono generalmente nulle, ne si fanno equilibrio. 
Dopo questa deformazione l'insieme costituito dal corpo e dallo strato rag* 
giungerà uno stato di equilibrio, nel quale cioè le componenti della pressione 
varieranno al suo interno continuamente. Vedremo in seguito che questa se- 
conda deformazione è pure univocamente determinata tìai dati (n.° 30). 

16. Proponghiamoci lo studio della deformazione complessiva subfta 
dal primitivo corpo ^ cli'è quella che diciamo prodotta da interposizione di 
ìnateria^ e a tal uopo denotiamo con w, v, m? le componenti dello sposta- 
mento, sicché 

M = w, 4- wj , t; = t;, + v, , f«? = Wi + m?, , (6) 



IVi^ ^x>:-i*; Li dftfr^rmazifyiki ihkke 



'VutAr;*r;k tTS^ i»va^,.tv,v :.'^'kJicdATt y^t ora come fanzioni delle coordinate po- 
*f^A^. r, y, ^, ;*pM**^i:u.tdr^ U defonnazione nella configurazione poste- 
i'/vr* ;•/* rV . AczlvitWr ar/i'^iamo per definizione 

/ -- r, — u. y' = y, -f r', / = ^, -f- ir , , 

>; ^ y, ... ,1 . y = y^ J. r ^ ^ . ^^ J. H- . 

fMryyt/^rrto {/>i cori ?. r, : le coordinate posteriori di on ponto qualunque 
^,,v09 Ht^Uf^ il tnmyt delle quali viene a riempire il ruoto lasciato da quello 
d^il^ >r, y, ;?, ed in particolare siano r', p', \ ed t ', p", 5' le coordinate di 
4nH punti delie facce cjttcrne, ì quali aderiscono a due punti corrispondenti, 

t =r', p' =y', ;' =^', ^ 

/f r f ti II • I t • \ \ ' 

He(;riiarno con u, r, m le componenti delio spostamento di un punto qua- 
\mu\Ht% ihiWiì fitratOy e distinguiflmo con analoghi apici quelle relatiye agli 
MmiUìiì punti delle facce esterne. Allora abbiamo per effetto delle sal- 
dature 

La doformaziono in esame gode le due seguenti proprietà: 

1." JW tutte le coppie di punti corrispondenti si ha^ a meno di quan* 
ti Ih piccolissimo di second^ ordine, 

u — u — f/, V — t; «• v, ffj — tr = u;. (9) 

Iniatli; poicliò lo strato ò in equilibrio dopo la sua deformazione unica, 
lo l'un/ioni 11, 0, u> nono piccolisHimo e continue insieme alle loro derivate 
primo Hooondo, quindi 

oYo in jfonoralo donoliamo con yo il valore di y(r, p, 5) per 

, - V" I ^ o' - v"K )> - 1^" + 5 0^' - ^"), 5 = 3" + fl (5' - a 

Ma por lo (d\ yc) abbiamo 

\' - \ — x' — x' ^- u — M ", ecc.. 
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ónde i termini del secondo membro sono pìccolissimi del second' ordine , al- 
rinfuori del primo: a meno di quantità del second' ordine possiamo dunque 
ritenere 

ovvero, per le {e}, 

u\ — u\ = 0, v\ — v"t = 0, tOf — io'\ = 0. (g) 

Sommando membro a membro le (a), {g) ed osservando le {b)y si perviene 
alle enunciate eguaglianze (9). 

2.^ Per tutte le coppie di punti corrispondenti le componenti omologhe 
della pressione sono uguali a meno di quautità piccolissime del prim^ordine. 

Infatti si premetta che, alla stessa maniera che le (/*), possono anche 
dimostrarsi per lo strato le eguaglianze approssimate alle quantità del primo 
ordine 

ià7)==y> \Mr\jT,ì^ (hrmì^ ^'^^ 

e le simili per le derivate di r, \\\ 

Ciò posto, si denoti con P il potenziale delle forze elastiche pel primi- 
tivo corpo e con $ lo stesso potenziale per lo strato, entrambi rappresentati 
nelle configurazioni posteriori rispettive. Le componenti della pressione dentro 
il corpo primitivo possono dunque esprimersi (n.° 11, b) per 

dP dP dP 



• • • 



d Xjc dtfy d Xy 

e dentro lo strato per 

ÓXx 0\}y OXy 

ove Xx'i 9y)««) ^y denotano le componenti della deformazione per lo strato. 
Or poiché, per lo stato di equilibrio, le pressioni variano continuamente at- 
traverso i margini, abbiamo 

(l£)=(ll)'-' (^)"=(0>- 

Ma per le eguaglianze approssimate {h) abbiamo,' a meno di termini del 
prim'ordine. 



162 Gebbia: Le deformazioni tipiche 



seguono dunque, a meno di termini del pri ni' ordine, le equazioni dell'enun- 
ciato 

ili) = (a^) ' (l£) '^ (l£) ' • • • ' (l£) " (li) • ^^^^ 

17. Verificate queste due proprietà, ci proponghiamo di rappresentare 
la descritta deformazione (w, r, w) del primitivo corpo in un campò continuo^ 
scegliendo opportunamente la configurazione fondamentale. Questa non po- 
trebbe essere la posteriore, perchè allora il campo sarebbe interrotto dall'in- 
terstizio occupato dallo strato, la deformazione del quale non si vuole rap- 
presentare. Potrebbe invece scegliersi la configurazione anteriore, per la quale, 
essendovi i margini congiunti, il campo sarebbe continuo. Ma, in generale, 
la condizione da raggiungere per ottenere la continuità e la congiunzione dei 
margini nella configurazione fondamentale per sovrapposizione dei punti cor- 
rispondenti sopra una superficie ^ì; quindi le condizioni a cui dobbiamo sot- 
toporre le funzioni l/, F, W delle equazioni (5) sono evidentemente 

17 _r;' = o, r-r =0, w- w =q. (ii) 

È facile scorgere che, riguardando le grandezze xi^ r, te come funzioni 
dei punti di ^i, invece che di z^ come furono definite, e riguardando come 
normale positiva di 7,- quella rivolta verso il margine positivo, si ha 

Ciò infatti risulta direttamente dnlla possibilità di sostituire nel trino- 
mio (8) ao, /3o, yo rispettivamente con a,, /3,-, •/,-, e si può anche dimostrare 
indirettamente, ma più intuitivamente, così. Il corpo potrà passare dalla con- 
figurazione fondamentale alla posteriore subendo i suoi punti gli spostamenti 
— 17 + w, — F+ V, — W-\-w^ e questa deformazione non implicherà com- 
penetrazione di materia, laonde in questo passaggio la contrazione 

(^U' + U) a, + (- r + V) ^i + {- ir + to') yi 

(lei margine positivo sarà maggiore della espansione 

(_ V ' + u) «.. + (- V + r") /3,. + (- TF" + w' ) y, 

(lei margine negativo per ogni coppia di punti corrispondenti : osservando 
le (9;, (11), si perviene quindi alla superiore diseguaglianza. 

La })rima delle due proprietà verificate al numero precedente dimostra 
che, rappresentando in questo modo la deformazione, le funzioni w, i-, tr sa- 
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ranno discontinue attraverso a,-, e le loro discontinuità saranno rispettiva- 
mente II, t?, !(;. La seconda delle indicate proprietà potrà pure esprimersi 
per le eguaglianze 

im-ip-T, ip-uim' {p-]-{i^]'. 

\dxx,i) {dxjr.ij \dyy,i) \dyy,iì \dxy,i) \dxy,x) 

che possono sostituirsi alle (10) (n.° 11, e), e così espressa ci dice che, nel 
grado di approssimazione della teoria, le componenti della pressione possono 
ritenersi continue attraverso la superficie singolare. 

18.. La deformazione prodotta da interposizione di materia, rappresen- 
tata in siffatta configurazione fondamentale, possiede dunque ì seguenti ca- 
ratteri : 

1.° Le componenti w, v, m? dello spostamento sono funzioni di a:,-, 
y,, Zi piccolissime e continue in tutto il campo, tranne che attraverso la 
superficie singolare a, hanno le discontinuità 

ove u, v, IV sono funzioni dei punti di questa superficie piccolissime come gli 
spostamenti e sottoposte alla condizione 

Il a,. + t; fii + W yi > 0. 

2.° Le componenti della pressione 

8 Pi d Pi d Pi 

d Xx^i d t/yji d Xyyi 

sono finite e continue in tutto il campo, ed anche attraverso la superficie 
singolare. 

3.^ Sulla superficie esterna sono sodisfatte (n.^ 11) le condizioni 

P . = 0, mi = 0, dìi = 0. 

4.® Si ha in tutto il campo, eccettuati al più i punti della superficie 

singolare, 

Xi = 0, 8), = 0, 3, = 0. 

Differiamo di dimostrare che queste proprietà sono caratteristiche. 
19. Rifer mento tangenziale dei margini. — Nella trattazione prece- 
dente i punti materiali, a cui nella configurazione fondamentale si riferiscono 
le discontinuità degli spostamenti, si corrispondono nella configurazione ante- 

Annali di Matematica, Serie III, tomo VII. 22 



164 * Gebbia: Le deformazioni tipiche 



riore per soTrapposìzìone. Però può immaginarsi una maniera dì corrispon- 
denza più generale di questa, ed in seguito c'imbatteremo in casi nei quali 
direnta necessario farlo. 

Riprendiamo fin da principio la descrizione del fenomeno. Tracciata nel 
corpo allo stato naturale la superficie ^'o, che vogliamo adottare come mar- 
gine positivo del taglio, ed assegnate le funzioni Uj Vj w dei suoi punti {x\j 
y\ì z't) soggette alla saputa ineguaglianza, ponghiamo 

x\ = x'o + U, y\ = y\ + F, z\ = z\ + TP, (12) 

dove r7, F, W denotino tre funzioni comunque assegnate, ma piccolissime e 
continue, e sottoposte alla condizione 

t/«o+F/3o + F7o = 0. (13) 

Allora, trascurando quantità piccolissime del second'ordine, possiamo ri- 
guardare i punti (x'o, y"o, z"^ come giacenti su a'^, poiché il segmento pic- 
colissimo di retta di componenti Z7, F, TF è tangenziale; ma noi, riguar- 
dando la stessa superfìcie geometrica come luogo di questi altri punti, la 
chiamiamo o'\ e l'adottiamo come margine negativo determinantesi dopo il 
taglio. 

Deformiamo poscia il corpo una prima volta, assegnando gli spostamenti 
(fi'i, v',, w\) ed (m",, t?",, w\) dei nuovi punti corrispondenti (a;'o, y'o, z^ 
ed (a;"o, y"o» z"^ sottoposti alle condizioni (a), in modo da produrre un in- 
terstizio vuoto. Come condizione perchè ciò avvenga, può ritenersi la stessa (8): 
infatti, mentre il punto (x'o, y'o, z\) del margine positivo subisce gli sposta- 
menti u\{x\^ y'o, z\) etc, il suo sovrapposto del margine negativo (adesso 
non più corrispondente) riceve gli spostamenti m", (x'o, y\y z\) ecc.; ma, fra 
questi ultimi e gli spostamenti u\ {x\y y'\^ z\) ecc. del punto corrispon- 
dente, le differenze sono piccolissime del second'ordine, e quindi trascurabili; 
ora con questi trascuramenti la dimostrazione data al n.^ 15 dell'eguaglianza 
resta ancora applicabile. Ciò stabilito, procediamo all'interposizione di ma- 
teria ed alle saldature, e lasciamo riequilibrare il corpo con una seconda de- 
formazione (w,, v,, tOi). Così avremo prodotto la deformazione totale (w, t?, w). 

È facile dimostrare che possono ritenersi sussistenti le due proprietà di- 
mostrate al n.^ 16. Se infatti per ogni punto del margine positivo conside- 
riamo sul negativo di corrispondente ed il sovrapposto nella configurazione 
anteriore, le componenti omologhe dello spostamento per questi due punti 
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differiscono per quantità del second'ordine^ e sono quindi trascurabili, e le 
componenti omologhe della pressione, differenti per quantità del prim' ordine, 
sono trascurabili come tali, sicché le conclusioni dedotte al n.^ 16 pei punti 
sovrapposti reggono ancora qui pei corrispondenti. 

Come configurazione fondamentale non dovrà più adottarsi l'anteriore, 
ma un^altra qualunque vicinissima a questa, e per la quale i margini coin- 
cidano per sovrapposizione dei nuovi punti corrispondenti, e ciò impone le 
condizioni relative a questi punti 

U'-U"=U, T-V"^V, W—W"^W. (U) 

Allora sulla superficie singolare qì avrà luogo l'eguaglianza 

VoL,+ V&,^Wyi^O, (13)' 

essendo lecito, a meno di termini trascurabili, sostituire nella (13) ao? /^o^ /# 
con A/, /3,-, /, . Sarà pure soddisfatta la condizione 

e ciò può dimostrarsi nello stesso modo, oppure intuitivamente come al n.^ 17. 
La deformazione così immaginata e rappresentata gode dunque le stesse prò* 
prietà già formulate al n.^ 18. 

Quando una deformazione prodotta da interposizione di materia si de- 
termina e si rappresenta in questo modo, diremo che vi è riferimento tan- 
genziale dei margini. 

20. Caso di sola soppressione. — All'interno di un corpo elastico allo 
stato naturale sia tracciata una superficie q\ connessa e chiusa, e siano x\^ 
y\j z\ le coordinate di un punto qualunque di essa ed a'^, /3'o, y\ ì coseni 
direttori della normale positiva stabilita in modo fisso. Assegniamo tre funzioni 

ti, r, 1(7 dei punti di questa superficie,* le quali siano piccolissime e continue, 
ed inoltre sodisfino la condizione 

w«'o + r/3'.+^/o<0. (15) 

Ponendo allora 

ir'o + w = x\ , y ', + v = y\ , ^'^ 4. ^^ = z\ , {%) 

il luogo dei punti {x'\^ y'\y z'\) sarà una superficie a\ vicinissima alla 
prima e giacente tutta dalla parte della normale negativa nlla medesima, 
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di guisa che queste due Buperficie limiteranno sempre completamente uno 
spazio strettissimo. 

Supponghiamo poi soppressa la materia del corpo interposta fra queste 
due superficie, lasciando in esso un vuoto, ed in riguardo a questo denomi- 
niamo q\ margine positivo e q'\ margine negativo. Le relazioni (f) stabili- 
scono una corrispondenza univoca fra i punti di queste due superficie. Im- 
primiamo tale deformazione al corpo, che i margini vengono a congiungersi 
per sovrapposizione dei punti corrispondenti : basta all' uopo assegnare gli 
spostamenti rispettivi (ii'«, t;',, u?',) e (ii"j, v",, w\) di due punti corrispon- 
denti di (j\^ (j'\ in modo, che siano 

^o + «*i = ^o + wi, yo + Vi = yo + «^ij ^o + w?i = ^o + w?i) 

ovvero, per le (t), 

u\ — u\ = w, v\ — v\ = t?, w\ — to'\ = w. (k) 



La deformazione (Ui, t;i, w^) così subita dal corpo, esclusane la materia 
soppressa, è univocamente determinata dai dati, perocché il rimanente corpo 
può riguardarsi come limitato dalla superfìcie esterna, su cui sono date le 
forze (nulle) e dai margini, su cui sono dati gli spostamenti, mentre non vi 
agiscono forze in massa. 

Dopo ciò, si pensino saldati i margini combacianti e poscia abbando- 
nato il corpo a sé stesso. Poiché le tensioni di due elementi superficiali cor- 
rispondenti prodotte dalla già impressa deformazione non sono generalmente 
uguali e contrarie, l'equilibrio non potrà sussistere, ed avverrà una seconda 
deformazione (m,, t;^, t^t)) dopo la quale le componenti della pressione va- 
rieranno continuamente in tutto il corpo. 

La deformazione complessiva di spostamenti 

U = Ui+Utj v = Vi + Vt , M? = W?, + M?, 

così eccitata nel primitivo corpo, esclusane la materia soppressa^ è quella 
che diciamo prodotta da soppressione di materia^ e su questa vogliamo con- 
centrare il nostro studio. 

21. Importa rilevarne le due seguenti proprietà: 

1.'' Per tutte le coppie di punti corrispondenti si ha rigorosamente 



II— tt«««j V —V ^v^ u) —w ^w. (16) 



i •■ t-M 
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Ciò risulta dalle eguaglianze {k) e dalle altre, che sono conseguenza 
della saldatura, 

Ut — u\ = 0, v't — v"i == 0, w't — w"f = 0. 

2.^ Per tutte le coppie di punti corrispondenti le componenti omologhe 
della tensione sono rigorosamente uguali. 

Ciò è senz'altro evidente e, rappresentando la deformazione nella con- 
figurazione d'equilibrio, si esprime per le uguaglianze (n.^ 11, b) 

^dxx) \dxxj \oyy] \dyy) \oxyJ \dxyj 

22. Per rappresentare questa deformazione in un campo continuo, non 
si può adottare come configurazione fondamentale l'anteriore, perchè questa 
è discontinua per la mancanza della materia soppressa. Si può scegliere in- 
vece la posteriore. Ma in generale potrà scegliersi tal configurazione, per la 
quale i margini siano congiunti sopra una medesima superficie a» per sovrap- 
posizione dei punti corrispondenti, e ciò fornisce le condizioni 

J7'-C7" = ii, V'—V"='i, W'-W" = w. (18) 

Riguardando u, r, m come funzioni dei punti di a,, e segnando con 
«/j l^ij Vi i coseni direttori della normale positiva scelta dalla parte del mar- 
gine positivo, si avrà 

_^ • 

Uai-^-v &i -f- W yi < 0. 

Infatti il corpo potrà passare dalla configurazione fondamentale all'ante- 
riore mediante gli spostamenti — Z7, — F, — W\ con ciò si riprodurrà l'inter- 
stizio vuoto, e quindi la contrazione — {V a/ -f- V fii + W yi) del margine 
positivo sarà maggiore dell'espansione — (W a, + V" /3, -f- W" y,) del mar- 
gine negativo. Osservando le (18^, si perviene alla presunta diseguaglianza. 

La prima delle due proprietà stabilite al numero precedente ci dice che 
le funzioni m, v, w così rappresentate sono discontinue attraverso a,, e le 

loro discontinuità sono appunto w, v, w. La seconda proprietà, che afferma 
la continuità delle componenti della pressione attraverso (7^-, può esprimersi 
per le equazioni 

(/fty=(i«y, (|«y_(8Ar,.... {m.im\ 

\dxa;,i) \dxx,tj \dyy,i] \dijy,i} \àxy,i) \dXy,iJ 

che possono sostituirsi alle (17) (n.^ 11, e). 
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23. La deformazione co8Ì definita e rappresentata ha dunque i seguenti 
caratteri : 

1.^ Le componenti u^ i;, ic dello spostamento sono funzioni di a;,, y,, 
Zi piccolissime e continue in tutto il campo, tranne che attraverso la super- 
ficie di hanno le discontinuità 

ove Uj Vj w sono funzioni dei punti della superficie piccolissime come gli 
spostamenti e sottoposte alla condizione 

w «• + 1? Pi 4- to yi < 0. 

2.^ Le componenti della pressione 

dPi dP, dPi 

d Xx,i d yy^i d Xy^i 

sono finite e continue in tutto il campo, ed anche attraverso la superficie 
singolare. 

3.^ Sulla superficie esterna sono 

? . = 0, 2»,. = 0, % = 0. 

é."" In tutto il campo, eccettuati al più i punti della superficie singo- 
lare, sono 

3e, = 0, 8), = 0, 3, = 0. 

24. Caso generale. — Le deformazioni prodotte da interposizione e 
da soppressione di materia rappresentate in opportune configurazioni fonda- 
mentali hanno gli stessi caratteri, e differiscono soltanto pel segno del trino- 
mio u OLI 4 V fii + to yi relativo alla superficie singolare. Ora in generale si 
può provocare in un corpo elastico una deformazione che, opportunamente 
rappresentata, abbia gli stessi caratteri, senza che il trinomio anzidetto sog- 
giaccia ad alcuna restrizione in quanto al segno, 
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Si tracci airinterno del corpo una superficie connessa e chiusa g\^ che 
chiameremo margine positivo, e si se- 
gnino con x\^ y\y z\ le coordinate di 
un punto qualunque di essa e con a'o, 
S\j y\ i coseni direttori della normale 
positiva. Indi si assegnino tre funzioni 

u, t;, w piccolissime e continue dei 
punti di essa. Allora il trinomio 

sarà positivo in alcune regioni di a\^ 
che diremo di prima specie e negativo 
nelle rimanenti , che chiameremo di 
seconda specie^ regioni che saranno se- 
parate da certe linee s' chiudentisi in 
se stesse, sulle quali il trinomio sarà 
nullo (*). Se pei punti di queste linee 
ponghiamo 




X 



+ w = x'\ 



9 



y'o + ^ = y 



7 



^\ + tf^ ^ ^\ 



7 



(19) 



ì punti di coordinate x\^ y"^, z\ giaceranno egualmente su a'^, trascurando 
lunghezze piccolissime del 2." ordine, poiché ivi il segmento di retta di com- 
ponenti ti, t;, ^r è tangenziale. I luoghi di questi punti saranno altrettante 
linee s" giacenti su a'^, vicinissime alle linee s e rientranti, rispetto a queste, 
verso le regioni di prima o verso quelle di seconda specie (**). Queste altre 
linee, pure chiuse in sé stesse o insieme al contorno, dividono la superficie 
in altre regioni, le quali, una ad una, corrispondono alle prime, e ne diffe- 
riscono per le striscie strettissime limitate dalle linee s' e dalle corispon- 
denti 5". Noi chiameremo queste striscie sconfinamenti e diremo sconfinate 
le regioni superficiali limitate dalle linee s". 



(*) La figura intercalata nel testo, che rappresenta una sezione del corpo, potrà esser 
utile all'immaginazione del lettore. La linea continua interna rappresenta la traccia della 
superficie «'q, e i numeri 1, 2 designano le due specie di regioni, mentre i punti s' sono 
le tracce delle linee omonime. La normale positiva è supposta rivolta verso l'interno di «r'o * 
(**) Nel disegno è supposto che i punti s" rientrino tutti verso le regioni di seconda 
specie, perchò così l'immaginazione del fenomeno riesce più facile. 
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Allora pei punti delle regioni di seconda specie (non sconfinate) si pon- 
gano pure, in continuità con le (19), 

a;', + w = x\ , y\ + v = y\ , z\^w = z\ . (20) 

Il luogo dei punti {x\y y"„, z\) sarà costituito da tanti pezzi di su- 
perfìcie vicinissime alle regioni di seconda specie, giacenti dalla parte della 
normale negativa, e limitate dalle linee s'\ sulle quali intersegheranno la su- 
perficie ^\ (*). Chiamiamo l'insieme di queste superficie margine negativo di 
seconda specie. Pensiamo allora soppressa la materia interposta fra queste 
porzioni di margine e la superficie a'^, in modo da costituire altrettanti vuoti 
strettissimi aderenti alle regioni di seconda specie sconfinate. 

Dopo ciò immaginiamo tagliato il corpo per le regioni di prima specie 
sconfinate (**), e chiamiamo margine negativo di prima specie l'insieme di 
quei margini, che dopo il taglio restano dalla parte della normale negativa. 
I margini negativi delle due specie vengono così a costituire una superficie 
continua cj"^, che sarà il margine negativo^ sul quale essi restano separati 
dalle linee s" come i positivi son separati su a\ dalle «'. 

25. Il corpo così preparato, e già scemato della materia soppressa, è 
quello a cui vogliamo imprimere la deformazione. All'uopo è necessario sta- 
bilire una corrispondenza univoca fra i punti dell'intero margine positivo o\ 
e quelli dell'intero negativo q\ in modo, che le regioni di ciascuna specie 
ma di segno contrario si corrispondano punto per punto. Per le regioni di 
seconda specie una tale corrispondenza è già determinata dalle equazioni (20). 
Per quelle di prima specie però essa non può essere determinata dalla so- 
vrapposizione attuale, perchè il margine di prima specie positivo non ha la 
stessa estensione del negativo, ma ne differisce per gli sconfinamenti. È dunque 
necessario ricorrere al riferimento tangenziale definito al n.** 19, e questo 
adotteremo stabilendo la corrispondenza mediante le formolo 

x\ = x\ + U, y\ = y'o + F^, • ^ '. = z, + W, (12) 

ove le funzioni piccolissime e continue C/, F, W siano assegnate pei punti 
del margine positivo di prima specie (non sconfinato) in modo che, oltre alla 

(*) Nel disegno questi pezzi di superficie son rappresentati dalle linee tratteggiate 
esterne. 

(**) Si ù agevolata l'immagine del taglio sdoppiando la linea continua. 
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condizione 



siano sui confini 



Ua\+r^\+Wy\ = 0, (13) 



[7=.w, V = v, W=w. (21) 

Queste ultime fanno sì, che sui confini s' le (12) s'identificano con le (19), 
e la continuità della corrispondenza per gl'interi due margini è assicurata. 

26. Ciò posto, sMmprima al corpo una deformazione (m,, t;,, Wi\ as- 
segnando gli spostamenti w',, v,, w\ ed ti",, v\^ w\ dei punti corrispon- 
denti in modo, da aversi 

Ui — Ui=Uy Vi — Vi^Vy tVi — Wi^W. (l) 

Con questa deformazione (determinata univocamente dai dati anzidetti 
insieme alla condizione che sulla superficie esterna del corpo non agiscono 
forze) avverrà che : 1.° i margini di seconda specie e di segno contrario ver- 
ranno a coincidere per sovrapposizione dei punti corrispondenti, scomparendo 
glMnterstizii vuoti, e particolarmente le linee s\ s" si sovrapporranno: infatti, 
denotando óon Xi, ^i, z^ le coordinate posteriori a questa deformazione ed 
applicando le (20), (?), si ottiene 

x\ — x"i = x\ + u\ — x\ — u\ = — ti -f II == 0, etc. ; 

2.° ì margini di prima specie e di segno contrario si allontaneranno eviden-^ 
temente, costituendosi fra essi certi nuovi interstizii vuoti (*). 

Dopo ciò s'interponga materia fra i margini di prima specie allontanati, 
si operino le saldature e si abbandoni il corpo a sé stesso, onde avverrà una 
seconda deformazione (tig, i;», Wt) fino al ristabilimento dell'equilibrio. La ri- 
sultante (ti, «;, w) di queste due deformazioni è quella che diciamo prodotta 
da interposizione e soppressione di materia. 

Evidentemente restano applicabili i ragionamenti, coi quali pei due casi 
particolari precedenti siam venuti dimostrando: 1.° che le differenze fra gli 
spostamenti omologhi di due punti corrispondenti di prima specie possono ri- 



(*) Guardando il disegno, s'immagini per semplicità che il solo margine positivo si 
deformi, restando inalterato e fermo il negativo, il che corrisponde al caso particolare 
u'\ = t?''i =tc\=zO, Cosi deve immaginarsi la linea intera interna deformarsi sovrappo- 
nendosi alla tratteggiata in modo, che i punti s' vadano a coincidere con gli «". 
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tenersi uguali rispettivamente ad w, v, w^ a meno di termini del second'or- 
dine; 2.^ che le stesse differenze per due punti corrispondenti di seconda 

specie sona rigorosamente uguali ad «, v, tc] 3.^ che le componenti omo- 
loghe della tensione in due punti corrispondenti di prima specie possono ri- 
tenersi uguali a meno di termini piccolissimi del prim'ordine; 4.^ che le stesse 
componenti per due punti corrispondenti di seconda specie sono rigorosamente 
uguali. 

27. Però, diversamente da quanto avviene pei due casi particolari, la 
configurazione fondamentale conveniente qui non può essere ne Tanteriore, ne 
la posteriore, perchè nel primo caso il campo analitico sarebbe discontinuo 
presso le regioni di seconda specie e nel secondo caso presso quelle di 
prima (*). E dunque necessario scegliere una configurazione fondamentale 
distinta dairanteriore e dalla posteriore, ma nella quale i margini di ambo 
le specie siano congiunti per sovrapposizione dei punti corrispondenti sopra 
una medesima superficie a,- . A tal uopo bisogna che le funzioni Z7, F, W 
soddisfino pei margini di prima specie le condizioni 

U'—V'^U, F'-r'=F, W'—W"=W (22) 

e per quelli di seconda le altre 

U'—U" = u, r'—V" = v, W'-W"^~io. ' (23) 

Infatti da queste condizioni, tenendo presenti le (12), (22), consegue che 
saranno pei margini di prima specie 

x\ - x'i = x\ - x\ +U'-U" = -U+U=0, etc. 

e per quelli di seconda, avendo riguardo alle (20), (23), 

x', — x"i = x\-x\ + U' — U" = -U'\-Z = 0, etc. 

Queste due serie di condizioni non differiscono sulle linee di confine a 
cagione delle (21). 

Così sulla superficie ?.. dello spazio restano distinte due specie di regioni 
corrispondenti a quelle che si distinsero sulla (j\y e noi le chiameremo del 
pari di prima e di seconda specie rispettivamente. Esse sono separate da 



(* Questo fatto dà ragione della necessità dMntrodorre in questa teoria la nozione 
di contij^urazione fondamentale generale. 
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linee, che sono quelle su cui vengono a coincidere le linee materiali s\ s" 
dei due margini nella configurazione fondamentale. Sulle regioni di prima 

specie di <7,. sarà 17 a/ + V^i+ Fry, = 0, come fu dimostrato al n.° 19. Si 
avrà pure per le ragioni di prima specie di cr,. 

e per quelle di seconda 

w «* + V fii + wyi< 0. 

Ciò può dimostrarsi al solito con la surrogabilità di a^y jS^, y^ con «,, 
/3,, yij oppure col seguente ragionamento. Il corpo potrà passare dalla con- 
figurazione fondamentale all'anteriore per la deformazione (— Z7, — F, — W)^ 
e siccome ciò riproduce i vuoti lasciati dalla materia soppressa, è sodisfatta 
la seconda ineguaglianza in virtù delle (23); il corpo potrà pare passare 
dalla configurazione fondamentale alla posteriore mediante la deformazione 
( — fZ + w, — F+v, — W'\-w) e, ciò ripristinando i vuoti occupati dalla 
materia aggiunta, è sodisfatta in virtù delle (22), (13) la prima inegua- 
glianza. 

28. Con una scelta siffatta di configurazione fondamentale, e dopo 
quanto precede, possiamo concludere che la deformazione così generata e rap- 
presentata gode le seguenti proprietà. 

1.^ Le componenti u, v, w dello spostamento sono funzioni piccolissime 
e continue delle coordinate fondamentali, salvo che attraverso la superficie 
singolare ai subiscono le discontinuità 

ove Uj Vj w sono funzioni continue e piccoMssime dei punti di <j,. 
2-^ Le componenti della pressione 

dPi dPi dPi 

sono continue in tutto il campo, ed anche tali possono ritenersi attraverso la 
superficie singolare. 

3.^ Sulla superficie esterna si ha 

4.*^ In tutto il campo, eccettuati al più i punti della superficie singo- 
lare^ si ha 
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29. Teorema. — Le proprietà rilevate al numero precedente sono ca- 
ratteristiche, cioè determinano univocamente il sistema delle funzioni u, v, u) 
che le sodisfano, a meno di termini atti a rapresentare un moto piccolissimo 
arbitrario del corpo irrigidito. 

Infatti, se, per ipotesi, potessero esistere due sistemi distinti di funzioni 
u\ Vy tv ed u\ v", u?" sodisfacenti le stesse condizioni, le differenze u^u — u'\ 
v = v' — v\ w=iw' — w" poste in loro vece renderebbero in tutto il campo 
3:,. = §), = 3,. = 0, e sulla superficie esterna ?,• = 50?,- = iV» = 0; sopra a,- si 

avrebbe 2Jii = m — w = 0, etc, e le derivate di Pi rispetto ad a^a^jt)-- ^y>* 
sarebbero pure continue attraverso erg. Ora, per l'identità (i4), tutte queste 
condizioni annullano l'integrale 



jPidSi, 



Si 

onde si conclude, come di solito, che u^ t;, w rappresentano uno spostamento 
arbitrario del corpo irrigidito. 

30. Al teorema precedente vogliamo associare le seguenti deduzioni a 
complemento di quanto fu svolto al n.^ 24 e segg. 

1.^ Abbiamo notato al n.° 26 che la prima deformazione parziale (ui, 
t?,, Wt) del corpo, già privato della materia che va soppressa, è univocamente 
determinata dai valori m',, t?',, w\ ed w",, t;",, w'\ relativi ai punti corri- 
spondenti del margine positivo e del negativo rispettivamente. Ora il teorema 
stabilisce che la deformazione complessiva è univocamente determinata dalle 

funzioni date u, t;, w. Siamo dunque in grado d'inferirne che anche la de- 
formazione parziale (t^,, i;^, w^) è determinata dagli stessi dati. 

2.^ In virtù del teorema la deformazione complessiva è dunque uni- 
vocamente determinata dalle differenze u\ — w, ==m, ecc. fra gli spostamenti 
assegnati per due punti corrispondenti nella prima deformazione parziale, onde 
segue che, comunque si assegnino le due terne di funzioni «',, v'i, w\ ed 

w",, v'ty w'iy purché le rispettive differenze abbiano i valori dati «, v, u?, 
le funzioni Uj v, u> sono sempre le stesse con l'approssimazione inerente alla 
teoria. | 

3.° Riunendo i due risultati precedenti concludiamo che una defor- 
mazione prodotta da interposizione e soppressione di materia è univocamente 
determinata, per quanto riguarda la sua grandezza, cioè le funzioni ti, v, tv 
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delle coordinate fondamentali, quando nel campo fondamentale è data la su- 
perfide singolare (Jì e la faccia di essa cui corrisponde la normale positiva^ 

e son date le relative discontinuità caratteristiche m, v, m?. 



§ y. Nuova confiouràzione fondamentale per le deformazioni prodotte da forze. 

Teorema della sovrapposizione degli effetti. 



31. Consideriamo un corpo sollecitato da forze agenti in massa e forze 
applicate alla superficie esterna ed a superficie interne. All'interno del corpo, 
ed in una regione di esso ove non cadano forze, pensiamo tracciata una su- 
perficie a' ed assegnate tre funzioni piccolissime e continue u, r, u' dei punti 
di questa. Indi, riguardando questa superficie come margine positivo, prepa- 
riamo il corpo come se dovessimo eccitarvi una deformazione per interposi- 
zione e soppressione di materia, cioè pensiamo eseguite tutte le operazioni 
descritte al n.^ 24; ma poscia non procediamo ad eccitare effettivamente sif- 
fatta deformazione, cioè, non avviciniamo i margini di seconda specie e non 
allontaniamo quelli di prima. In questa maniera il corpo sarà semplicemente dis- 
integrato per l'avvenuta soppressione di materia fra i margini di seconda specie. 

Ciò premesso, nello studiare la deformazione prodotta dalle forze nel 
corpo integro^ lasciamo da parte la materia pensata come sopra soppressa o, 
in altri termini, escludiamo dal problema la deformazione di questa materia, 
sebbene essa prenda parte al fenomeno, e, per rappresentare la deformazione 
della rimanente materia, facciamo uso di una delle configurazioni fondamen- 
tali adottabili per rappresentarvi la deformazione per interposizione e sop- 
pressione come sopra definita ma non prodotta. 

Per dare ragione di questo modo di procedere, diciamo ch'esso diventa 
utile, come tosto vedremo, nel caso che sopra uno stesso corpo si vogliano 
paragonare gli effetti separati dell'azione di forze e di quella di aggiunzione 
e soppressione di materia: allora infatti l'azione separata delle forze si eser- 
cita sul corpo integro, e perciò ben pure sulla materia, che nell'altra azione 
separata va soppressa ; ma per questa materia il paragone delle due defor- 
mazioni non ha senso. 

Dimostreremo che, adottando una configurazione fondamentale siffatta, 
le condizioni caratteristiche per la deformazione prodotta dalle forze non si 
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alterano. À tal uopo basta evidentemente dimostrare che, attraverso la su- 
perficie ai, a cui BJ riduce o'o, tanto le componenti dello spostamento che 
quelle della tensione possono ritenersi continue nel grado di approssimazione 
della teoria. Ma ciò è facile. Infatti consideriamo il corpo integro nella con- 
figurazione anteriore e richiamiamo le formole poste ai n.' 24 e 25 
a; "e = x'a -\- M ecc. relative al margine di seconda Bpecie ed a:"o •=x\-\- U ecc. 
relative a quello di prima. Intendendo per m, v, v gli spostamenti dovuti 
all'azione delle forze nel corpo integro, si trova per due punti corrispondenti 
di seconda specie, trascurando termini del second'ordine, 

tt(l",, y"„ z" ^) MM, u {x\ -{ U, y'e + W, 2'o + «') = "(l'o, y'e, z't) 

e, per due punti corrispondenti di prima specie 

tfix'\, y"o, 2'\) = u(x\-{-U, y',+ r, z,-^'W)=u{x\, y\, z\). 

Analoghe eguaglianze jiossouo stabilirsi per tutte le componenti dello 
spostamento e della tensione. Quando dunque lasceremo da parte la saputa 
materia e sovrapporemo su cr; i punti corrispondenti, queste eguaglianze si 
tradurranno in altrettante condizioni di continuità valevoli nel grado di ap- 
prossimazione della teoria, e l'assunto è dimostrato, 

32. Il teorema della sovrapposizione degli efletti, molto noto e molto 
utile per le applicazioni della statica dei corpi elastici, si può enunciare così: 

Un sistemai costituito da più sistemi di forze equilibrate eccita in un 
corpo elastico la deformazione risultante di quelle eccitatevi dai singoli si- 
stemi di forze. 

Qui per risultante di più deformazioni («,, », , «',), («i, v,y w»),... s'in- 
tende la deformazione di spostamenti w — «,-(- m, -|- ■■ » v='V,-\-v,-\ * 

w = w, + w,-\ 

Quando le forze agiscono solamente in massa e sulla superficie esterna, 
ch'è il caso ordinario, questo teorema è una conseguenza della forma lineare 
delle equazioni differenziali d'equilibrio. L'estensione al caso di forze super- 
ficiali interne è ovvia, e ci esimiamo dallo svilupparla. 

Lo stesso non può dirsi dell'estensione del teorema al caso, che fra le 
cause producenti deformazione siavi aggiunzione e soppressione di materia, 
pel quale una dimostrazione speciale è necessaria. Intanto il teorema può 
allora enunciarsi cosi : 

Teorema. — Per l'azione simultanea di più forze equilibrate e di ag- 
giunzione e soppressione di materia un corpo elastico subisce la deformazione 
risultante di quelle prodottevi dalle due cause separatamente. 
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Infatti, supponghiamo di sottoporre il medesimo corpo una prima volta 
alla deformazione prodotta da forze X, F, Z agenti in massa, forze L, 3f, N 
agenti sulla superficie esterna e forze A, M, N agenti sopra una superficie 
interna r^ ; una seconda volta alla deformazione da interposizione e soppres- 
sione di materia determinata da un margine positivo a'^ e dallo rispettive di- 
scontinuità caratteristiche «, t?, w (n.^ 24); una terza volta alla deforma- 
zione provocata dall'azione di queste due cause concomitanti. La prima di 
queste tre deformazioni è subita dal corpo integro, e le altre due dal corpo 
disintegrato per la soppressione di materia. Però, nel rappresentare la prima 
deformazione, lasciamo da parte la materia che rimane soppressa per le altre 
due, come fu indicato al numero precedente : così sarà possibile adottare, per 
rappresentarvi le tre deformazioni, una configurazione fondamentale unica 

soddisfacente la condizione di riferimento tangenziale Ucil\ -f- Vfi\ -f- Wy\ = 

relativa alla regione di 1.* specie di (j\ e le altre V -— U" =U ecc. ed 

V — U" = u etc. relative alle regioni rispettive di 1.' e di 2.^ specie. 

Così facendo, detti u\ v\ w gli spostamenti dovuti all'azione separata 
delle forze, si avrà per queste funzioni : 
1.*^ Sulla superficie esterna 

2.^ Attraverso t,- 

2) {?;. = — A< , 2) 5»'.- = - Mi , 2) «'• N,-. 

3.^ Attraverso <7,- (numero precedente) 

2) e'.= , 2) a»'< = , 2) dVi = o. 

4.^ Nel campo occupato dalle forze agenti in massa 

5.^ In tutto il rimanente campo 

3e'< = 0, 8)', = 0, 3'. = 0; 

ed inoltre le solite condizioni di continuità. 

Detti poi u"^ v'\ w" gli spostamenti per Fazione separata dell'aggiun- 
zione e soppressione di materia, si avrà: 
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1.^ Sulla superficie esterna 

?" . = , an". = , m'i = 0. 

2.^ Attraverso r,- 

3.® Attraverso <7,- 

f) e" . = , ® a»",. = , f) 9r'.. - 0. 
4.® In tutto il campo 

3e", = , 9)", « , 3", = ; 

e le sapute condizioni di continuità. 

Infine^ detti ti, t;^ tr gli spostamenti dovuti all'azione simultanea delle 
due cause, saranno evidentemente : 
1.^ Sulla superficie esterna 

2.® Attraverso r, 

^P, A,, f)3J?, = — M,, ®9?, = — N,. 

3.® Attraverso <7,- 

^P, = 0, ®a», = 0, ®9Z, = 0. 

4.^ Nel campo occupato dalle forze agenti in massa 

X,- = — X,- , 9),- = — Yij 3/ = — Zi. 

5.^ Nel rimanente campo 

3e,«0, g)i = 0, 3.= 0. 

Tutte e tre queste serie di condizioni sono caratteristiche: noi lo ab- 
biamo dimostrato per le due prime, ed analogamente può dimostrarsi per la 
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terza. Ma le condizioni della terza serie sono evidentemente sodisfatte pren- 
dendo ti = u + u"y v = v' '{' v"j w = w' -{- w" : il teorema è così dimostrato. 
33. Osservazione. — Le due superficie (j\ e r^ si sono supposte di- 
stinte per maggior chiarezza, ma è evidente che nulla si oppone a che si 
suppongano coincidenti, onde tali risulteranno pure <7, e r, . Il lettore imma- 
ginerà facilmente le particolarità che allora intercedono, le quali però non 
infirmano evidentemente il teorema. Nell'applicazione che ne faremo avverrà 
precisamente questo caso particolare. 
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PARTE SECONDA. 



Teoria generale delle deformazioni tipiche. 



§ I. Sulle deformazioni di un corpo elastico indefinito in tutti i sensi. 

34. Ir questa seconda parte si considerano deformazioni di un corpo 
elastico omogeneo inde&nito in tutti i sensi nell'ipotesi che le cause produ- 
centi la deformazione (forze o interposizione e soppressione di materia) ca- 
dano sempre nel finito. Noi pensiamo le funzioni relative a questa deforma- 
zione come dedotte con un passaggio al limite da quelle relative ad un corpo 
di dimensioni finite limitato da una superficie chiusa rigida contenente al 
suo interno tutte le cause producenti la deformazione, quando poscia, accre- 
scendosi le dimensioni del corpo, questa superficie ingrandisca indefinitamente 
secondo una legge determinata qualunque, fino a diventare la sfera all'infi- 
nito. Segue da questo concetto che le componenti w, r, w dello spostamento 
sono nulle all'infinito, poiché tali sono sulla superficie che contermina il corpo 
limitato, mentre questa ingrandisce sempre più. 

Ciò stabilito, si può dimostrare che la deformazione possiede inoltre le 
due seguenti proprietà : 

1.^ Le componenti dello spostamento si annullano all'infinito in modo, 
che i loro prodotti per la distanza del punto considerato dalV origine o per 
le coordinate di questo punto restano finiti ed in generale diversi da zei*o 
al V infinito. 

2.^ Le componenti della pressione si annullano all'infinito, ed in modo 
tahj che i loro prodotti pel quadrato della distanza dall'origine o pei qua^ 
drati prodotti binarii delle coordinate restano finiti ed in generale diversi 
da zero all'infinito. 

Dimostriamo dapprima la seconda proposizione. Se la deformazione è 
prodotta da forze, noi ammettiamo ch'esse abbiano una risultante di trasla- 
zione finita. Allora, se con centro all'origine si descrive una sfera di raggio r 
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tanto grande da racchiudere al suo interno tutti i punti di applicazione delle 
forze, la porzione del corpo interna a questa sfera dovrà essere in equilibrio; 
quindi la risultante di traslazione delle tensioni, che si esercitano sulla su- 
perficie della sfera, dovrà essere uguale e contraria alla risultante delle forze, 
e, per conseguenza, finita per quanto grande sia r. Siccome d'altra parte le 
tensioni saranno distribuite sempre con continuità sulla superficie sferica, segue 
che, se r è grandissimo, le componenti della tensione sopra un elemento qua- 
lunque di essa riferite all'unità di superficie saranno piccolissime come 1: 
r*, e che all'infinito diventeranno infinitesime del second'ordine. Questo ra- 
gionamento riguarda le componenti della tensione, che si esercita su elementi 
superficiali di sfere concentriche all'origine; ma facilmente se ne conclude 
che anche le sei componenti della pressione diventano infinitesime del secondo 
ordine all'infinito : infatti le componenti della tensione unitaria di un siffatto 
elemento superficiale sferico sono funzioni lineari delle componenti della pres- 
sione, ed i relativi coefficienti sono i coseni direttori di r, i quali non va- 
riano quando il centro dell'elemento tende all'infinito lungo il raggio medesimo. 

Da quest'ultimo risultato scaturisce subito la conseguenza, che anche le 
derivate prime di w, v, tv hanno lo stesso comportamento all'infinito, poiché 
le componenti della pressione sono funzioni lineari di queste derivate con 
coefficienti costanti. 

Se la deformazione del corpo è prodotta da interposizione e soppressione 
di materin, le dimostrazioni precedenti restano pure applicabili, perchè allora 
l'anzidetta risultante di traslazione è nulla. 

35. Dopo ciò la prima proposizione si può dimostrare applicando il 
seguente teorema : 

Se nello spazio occupato dai punti {x^ y^ z) \a funzione u(x^ yj z) h 
finita e continua insieme alle sue derivate prime almeno fuori di una sfera 
di raggio finito e si annulla sempre all'infinito; se inoltre le derivate prime 
di u si annullano all'infinito in modo, che i loro prodotti per ì'* = x^ + yf-\'Z^ 
vi restino finiti ed in generale diversi da zero, la funzione u stessa si an- 
nulla all'infinito in modo, che il prodotto tir vi resta finito ed in generale 
diverso da zero. 

Infatti, poiché u prende all'infinito uno stesso valore (lo zero) in qua- 
lunque direzione si allontani il punto (ar, y, z\ se trasformiamo lo spazio per 
raggi vettori reciproci mediante le formolo 

^ = ^•3-' y = ^^;y' ^ = ^'?-; {rì = ^] + y\ + zì, rr, = c^)^ 
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con che ai punti all'infinito del primitivo spazio corrisponde uno stesso punto 
(l'origine) dello spazio trasformato, la funzione trasformata tii (a:, , y,, 0,) prende 
in questo punto un unico valore, mentre l'intorno di questo punto corrisponde 
ai punti molto distanti dello spazio primitivo. Siccome u è finita per valori 
grandissimi ed anche infiniti di x, y, ^, n, sarà pure finita in quell'intorno; 
e siccome u è allora continua, e tali sono pure le formole di trasformazione, 
anche u, sarà continua in quell'intorno. 
D^altra parte si ha 

d Xi d X d xi d y d Xi d z d Xi^ 
ove 

dx e* /^ _ 2 «J\ dij e' 2xi t/i dz c^ 2 XìZì 

dxi r] \ r J / ' d Xi"^ r\ r\ ' dxi ~ rj rf 

quindi, sostituendo ed applicando la relazione — = — , viene 

8 Mi _ 1 1 t 3m/- 2 j?J\ ^du 2xiyi ^du 2 Xi zi ) 

d Xi e* ( dx\ r\ ) dy r] d z r\ \ 

Or i prodotti di r* per x— ecc. sono per ipotesi finiti e continui per va- 

X 

lori grandissimi ed anche infiniti di a;, 1/, ^, e gli altri fattori al secondo 
membro restano sempre finiti nell'intorno del punto ir^ = y^ = ^^ = 0, onde 

segue che ^-* è finita e continua in questo intorno, e tali sono pure 

du du 
dyt^ d Zi 

Verificati questi caratteri, è lecito applicare alla funzione w, in questo 
intorno il teorema di Taylor esteso alle derivate prime, cioè 

ove il segno e ha un noto significato. Ora (111)0"^ per ipotesi, e quindi 
si ha 

r] ( n \dxijB n \oyijB n \dzij$ 

Passando al limite per a:, = y, = «, = in qualunque direzione, que- 
st'ultima espressione resta finita ed in generale diversa da zero, e ciò prova 
l'assunto. 
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§ IL Definizione delle deformazioni tipiche 

E LORO PROPRIETÌ CARATTERISTICHE. 



36. Premessi questi caratteri generali delle deformazioni di un corpo 
elastico indefinito, intraprendiamo a definire tre deformazioni particolari di 
un corpo siffatto, che vogliamo introdurre nella statica dei corpi elastici col 
nome comune di deformazioni tipiche^ cioè, rispettivamente, del primOj del 
secondo e del terzo tipo. 

Deformazione del primo tipo. — Chiamiamo deformazione del primo 
tipo quella prodotta in un corpo elastico indefinito da forze agenti in massa 
e distribuite con continuità in una porzione limitata ed a tre dimensioni del 
corpo. Rappresentata questa deformazione in una configurazione qualunque 
vicinissima all'anteriore, e detto S il campo ivi occupato dai punti d'appli- 
cazione delle forze, sussistono evidentemente le seguenti proprietà. (Omet- 
tiamo qui ed in seguito l'indice i che ci ha servito a distinguere la rappre- 
sentazione nella configurazione fondamentale.) 

1.^ Le componenti w, t?, w dello spostamento di un punto sono fun- 
zioni piccolissime e continue delle sue coordinate, si annullano all'infinito, ed 
in modo che i loro prodotti per la distanza del punto dall'origine, o per le 
sue coordinate, diventano all'infinito infinitesimi del prim'ordine. 

2.^ Le componenti della pressione sono dappertutto finite e continue, 
ed all'infinito diventano infinitesime del second'ordine. 

3." Le derivate seconde di u, t?, tv sodisfano all'interno di S le equa- 
zioni 

ove Xj Yj Z denotano le componenti unitarie delle forze esterne; all'esterno 
di S sodisfano invece le stesse equazioni coi secondi membri nulli. 

Queste proprietà manifestano l'analogia della deformazione del primo tipo 
con la funzione potenziale di un corpo a tre dimensioni. 

37. Deformazione del secoiido tipo. — Chiamiamo del secondo tipo la 
deformazione eccitata in un solido elastico indefinito dall'azione di forze di- 
stribuite con continuità sopra una sua superfìcie interna limitata e che sup- 
ponghiamo anche chiusa. Rappresentata questa deformazione in una confi- 
gurazione qualunque vicinissima all'anteriore, e detta q la superficie quivi 
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costituita dai punti d'applicazione delle forze, sussistono evidentemente le se- 
guenti proprietà : 

1.° Le componenti w, t?, m? dello spostamento sono funzioni piccolis- 
sime e continue delle coordinate, ed all'infinito diventano infinitesime del 
prim'ordine. 

2.^ Le sei componenti della pressione sono dappertutto funzioni finite 
e continue, tranne che attraverso a subiscono discontinuità sottoposte alle 
condizioni 

2)V = — L, ^3)Ì^ — M, ^^l = -Nj 

ove L, .1/, N denotano lo componenti della forza agente su a riferite all'u- 
nità di superficie. Inoltre gli stessi elementi diventano all'infinito infinitesimi 
del second'ordine. 

3.® Le derivate seconde di m, v, tv sodisfano dappertutto, eccettuati al 
più i punti di 7, le equazioni 

3e = , 3) = , 3 = 0. 

Risulta chiaramente da queste proprietà l'analogia della deformazione 
del secondo tipo con la funzione potenziale di una superficie. 

38. Deformazione del terzo tipo. — Diciamo del terzo tipo la defor- 
mazione eccitata in un solido elastico indefinito da interposizione e soppres- 
sione di materia fatta assumendo come margine positivo una sua superficie 
interna limitata e connessa, e che supponghiamo anche chiusa. Rappresen- 
tando questa deformazione in una configurazione fondamentale vicinissima 
all'anteriore e chiamando a la superficie, su cui quivi si congiungono i mar- 
gini, vi si riconoscono le seguenti proprietà : 

1.^ Le componenti Uj Vj w dello spostamento sono dappertutto pic- 
colissime e continue, tranne che attraverso ? subiscono le discontinuità 

ove w, Vj IV sono tre funzioni piccolissime e continue dei punti di a. Inoltre 
le stesse componenti diventano infinitesime del prim'ordine all'infinito. 

2.^ Le componenti della pressione sono dappertutto finite e continue, 
e all'infinito diventano infinitesime del second'ordine. 

3." Le derivate seconde di w, r, (o sodisfano dappertutto, eccetto nei 
punti di 7, le equazioni 

i=^0, 8) = 0, 3 = 0, 
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Queste proprietà mettono in evidenza come la deformazione del terzo 
tipo sia l'analoga della funzione potenziale di un doppio strato. 

39. Osservazione. — Definendo le deformazioni del secondo e del 
terzo tipo, abbiamo supposto che le relative superficie singolari siano chiuse, 
e la stessa restrizione abbiamo fatto, definendo le analoghe deformazioni di 
un corpo limitato, nella Parte prima. A questa restrizione siamo costretti 
dalle difficoltà che s' incontrerebbero dovendo studiare il comportamento 
della deformazione presso il contorno della superficie quando questa si pen- 
sasse aperta. Tali difficoltà non possono probabilmente superarsi, senza stabi- 
lire le espressioni analitiche delle deformazioni tipiche. E difatti nella Parte 
terza, stabilendo queste espressioni pei corpi isotropi, potremo dedurne le 
condizioni, sotto le quali la restrizione può in tal caso particolare rimuoversi. 
Del resto essa qui non nuoce alla dimostrazione del teorema fondamentale, 
che daremo con tutta la possibile generalità al § III di questa Parte seconda. 

40. Teorema. — Le p'oprietà sopra notale di ciascuna delle tre de- 
formazioni tipiche sono per essa caratteristiche , cioè la determinano univo- 
camente. 

Infatti, se fossero possibili due deformazioni tipiche dello stesso corpo 
indefinito e tali che, rappresentandole in una stessa configurazione fonda- 
mentale, le relative componenti dello spostamento, u\ t?', //;' ed u'\ v", t^" 
godessero tutte le proprietà distinte per uno stesso tipo, la deformazione di 
spostamenti u = u' — u"^ t? = v' — v', te? = z(/' — w" rappresentata nella stessa 
configurazione godrebbe le seguenti proprietà: 

1.® Le w, v, tv sarebbero dappertutto continue e piccolissime, e al- 
l'infinito diverrebbero infinitesime del prim'ordine. 

2.° Le componenti della pre^ssione ad essa relative sarebbero dovun- 
que finite e continue, e all'infinito diverrebbero infinitesime del secondo 
ordine. 

3.® Le derivate seconde sodisferebbero in tutto lo spazio, eccettuati 
al più i punti della superficie singolare, le equazioni 

3k = , 9) = , 3 = 0. 

Allora l'eguaglianza già richiamata 

2(PdS J(2 Xu)dS - f (2 e ti) (2 (7 {A) 

ss a 

si potrà applicare ad una porzione qualunque S del corpo. Si noti dapprima 
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che da <'ssa .svanì&ce sempre il primo integrale al secondo membro, poiché 
Ut regioni ove V, :.M, ,] possono non esser nulle, essendo superficiali, non 
danno contributo all'integrale di spazio. Applichiamola ad un cubo di lato 2h 
col centro all'origine e gii spigoli paralleli agli assi coordinati. Allora, spez- 
zando Tintegrale superfìeiale in tre relativi ai tre termini del sommatorie, il 
primo di essi si decompone in tre altri corrispondenti alle coppie di facce 
op[>o?te del cubo, cioè, (adottando la notazione di Kirchhoff per le compo- 
nenti della pressione): 

+ 1 j[{X,uU-{X,uUyxdy. 

Per le proprietà notate esisterà una grandezza finita e positiva k^ della 
quale il valore assoluto del prodotto Xx u A' resterà sempre minore, per quanto 
grande sia la quantità positiva A, e perciò tale, che resti sempre in valore 
assoluto 



1/ 



{Xa, u)+h dydz<j-y etc. 



onde sorge che il limite di quest'integrale per A = oo è lo zero. Analoghe 
ragioni conducono alla stessa conclusione per gl'integrali relativi agli altri 
termini del sommatorie. Così, passando al limite per A = oo, l'integrale su- 
pcrciale svanisco anch'esso, e resta 

|PcZSf=0, 



Sqo 



integrale che va esteso a tutto lo spazio. Si deduce da ciò, come d'ordinario, 
che la deformazione di cui si tratta è uno spostamento del corpo irrigidito, 
e poiché le w, t?, w sono nulle all'infinito, esse lo saranno pure in tutto lo 
spazio, sicché saranno dovunque u=u''^ v' = v"y 7o' = w'\ e. d. d. 
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§ IH. DeCOMPONIBILITI bella deformazione eccitata in tJN CORPO DA FORZE AGENTI 
IN MASSA E SULLA SUPERFICIE ESTERNA IN TRE DEI TIPI RISPETTIVI 1.^, 2.° 6 3.® 

41. Teorema, — La deformazione eccitata in un corpo limitato S da 
forze (X, Yj Z) agenti in massa e forze (L , Jlf , N) applicate alla super- 
ficie esterna a (ove con w, t?, w si denotino gli spostamenti di questa super* 
fide che ne conseguono) è la risultante di tre deformazioni tipiche del corpo S., , 
che si ottiene prolungando il corpo dato indefinitamente in tutti i sensij cioè: 
la deformazione del primo tipo dovuta alle forze (X, Yj Z) agenti nella 
porzione S; la deformazione del secondo tipo eccitata dalle forze (L, Jlf, N) 
-applicate in (j\ e la deformazione del terzo tipo, per cui a sia la superficie 
singolare, la cui normale positiva s'intenda rivolta verso l'interno di S, ed 

Uj Vj IO siano le discontinuità caratteristiche (n.° 30, 3.^). 

Questo teorema è analogo a quello dovuto a Green, secondo il quale una 
funzione qualunque finita e continua insieme alle sue derivate prime in tutto 
un campo è la somma di tre funzioni potenziali, la prima di massa a tre 
dimensioni, la seconda di superficie e la terza di doppio strato. 

Dimostrazione 1.^ — Rappresentiamo la deformazione del corpo dato 
nella configurazione anteriore, e chiamiamo pure S lo spazio ivi occupato 
dal corpo e a la sua superficie; (omettiamo per semplicità l'indice 0). Sce- 
gliamo al solito la normale positiva rivolta verso l'interno del corpo. Così, 
per ipotesi, le funzioni t^, t?, io sodisfano dentro S le equazioni 

* = — X, 8) = - r, ò^-Z 

e sopra a le altre 

t> = _L, 3W = — Jlf, m^ — N. 

Primieramente intendiamo prolungate indefinitamente queste funzioni 
fuori di S con valori nulli : le funzioni ti, t?, io così determinate in tutto lo 
spazio danno luogo alle seguenti proprietà: 

1.^ Dentro /S sono A = — X, g)==~r, ò = — Z 
e fuori di S 3f = 0, g) = 0, 3 = 0. 

2. Attraverso a si ha 

2) ? = — L — zero = — L, 2) 3» « — if , ^dì^^ — N. 

Annali di Matematica, Serie IH, tomo YIL 25 



188 Gehbia: Le deformazioni tipiche 



3.*^ Pure attraverso ^ 

jj u = u — zero == w , /) r = r , 2) w -= io. 

4.° Le funzioni m, r, ir e le loro derivate prime sono altronde finite 
e continue e si anmiUano aUMnfinito. 

In secondo luogo pensiamo il corpo dato, preso allo stato naturale, pro- 
lungnto indefinitamente in tutti i sensi, e consideriamone separatamente le 
tre deformazioni tipiche definite dall'enunciato. Quanto a quella del 3." tipo 
la immaginiamo prodotta col procedimento svolto al n/' 24, di guisa che, 
costituendo la superficie del dato corpo il margine positivo, tanto la materia 
so{)pro?sa che l'aggiunta cadranno i^el pn^lunganiento. Rappresentiamo queste 
tre deformazioni nella stessa configurazione fondamentale, la quale, per quanto 
riguarda il corpo dato, coincida con Tantoriore, occupandovi lo spazio S. Ciò 
ò |)os>ibile nel modo indicato al n.'' 31, cioè omettendo di rappresentare pei 
primi due tipi la deformazione «li quella materia, che va soppressa per ec- 
citare la deformiiziono del terzo tipo *). Con siffatte rappresentazioni un 
pulito tjualunque del campo fondamentale ò occupato dallo stesso punto ma- 
ttM'ialc per le tre driormazioni. Comj>onendo queste tre deformazioni tipiche, 
so ne ottiene una ^«/ , r, "* "^ dotata delle seguenti proprietà: 

i;' Dentro S sono A : A', :?) = — T, 3' = _ Z 

e fuori di S A - 0, g» =0, 3' = 0, 

poiché questi valori diversi da zero di V', :}^ , o dentro S sono dovuti alla 
sola componente del |>rimo tipo. 

2." Attraverso - le derivate prime di u , r , "/' hanno discontinuità 
soddisfacenti le equazioni 

/) V - f-, /■) IV = - 3/, f) «' = — N 

provenionti dalla sola componente del secondo tipo. 
3." Attraverso 7 si hanno le discontinuità 

/) u = u, f) V = i\ /) \r' = ic 

«lovnlo alln soln componente del terzo tipo. 

•I." liO finizioni u, r, j.' e le loro derivate prime, altronde finite e 
ronlinuo, KJ innuillano all'infinito nei soliti modi. 



(*) Ni» '^i^^\\w «'hi*, inori y[A ov>rpo J.\tj i.i io:;:*u:uLone :on ii\mentale noe può coin- 
r|i|«fi'«f filili r iii(iM'ì<irit^ riw i •;««M uiì^'x*rt \*ì:x ^ v -* nostre >io-iii2Ìonì. 
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In terzo luogo consideriamo nello stesso campo indefinito le funzioni 

delle quali si riconoscono subito le seguenti proprietà : 

1.^ all'interno di ò' X" = 3e — r = — X+ X = 0, etc, 

e all'esterno ^ = 0—0=0, etc. ; 

2.° attraverso a 2^ t" = 2> ? — 2> t'' = — 1/ + 1/ = 0, etc. ; 

3.^ attraverso ^ ^u" ^^ti — %}u' = u — m = 0, etc. ; 

4.° il solito comportamento in tutto il resto del campo e all'infinito. 

Se dunque applichiamo alle funzioni u"^ v'y tv" l'eguaglianza (A) richia- 
mata al n.® 14 per una sfera T di superficie r con centro all'origine, il che 
sempre può farsi per quanto grande ne sia il raggio, troviamo 



2^?' dS +({li''u)dv = 0. 



Aumentando indefinitamente il raggio, il secondo integrale ha per limite 
zero, e quindi resta, al limite, 

JP'dS-0, 

da cui s'inferisce, come di salito, che le funzioni u'j v", to' sono nulle in 
tutto lo spazio, come lo sono all'infinito, laonde si ha dovunque, e partico- 
larmente dentro Sj 

W = ti', V = v'j w = w?', 

cioè la deformazione (u, t;, w) del corpo dato è appunto la risultante delle 
tre tipiche. 

42. Dimostrazione 2.^ — Facendo fondamento sul teorema della so- 
vrapposizione degli effetti con l'amplificazione datavi al § V della Parte prima, 
la decomponibilità in esame diventa quasi intuitiva, come mostreremo prima 
per due casi particolari e poscia in generale. 

Chiamiamo aa e ap le due superficie dello spazio che limitano il corpo 
nelle configurazioni anteriore e posteriore. 

Primieramente supponghiamo che gli spostamenti dei punti della super* 
ficie abbiano la componente normale sempre rivolta verso l'interno del corpo, 
cioè che questo per effetto delle forze si contragga in tutti i sensi: allora a^ 
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involge completameDte -jp . Immaginiamo per un momento soppresse le forze 
e restituito il corpo allo stato naturale, onde la sua superficie, passa da 7p 
a 7a . Poi si pensi prolungato il corpo indefinitamente in tutti i sensi al di 
fuori di 7o con la stessa materia, in modo da costituire un corpo elastico 
indefinito allo stato naturale; ma si supponga che il prolungamento non ade- 
risca col corpo primitivo, sicché nel corpo indefinito rimanga un taglio oc- 
cupante nello spazio la posizione 7a . Pensando allora ripristinata l' azione 
delle forze, il corpo 5 ^i ritirerà di nuovo dentro ^p , sicché fra esso ed il 
prolungamento posto fuori di 7^ resterà uno spazio vuoto strettissimo inter- 
posto fra queste due superficie. Immaginando poi che questo spazio venga 
rinzeppato con uno strato della stessa materia allo stato naturale, e che questa 
si saldi sui due margini ^^ e 7p, tutto lo spazio resta occu]>ato da materia 
elastica equilibrata, la cui deformazione è nulla fuori di C7p , e dentro jp è 
quella in esame. Però, limitandoci a considerare la sola materia del primi- 
tivo corpo indefinito, la quale in atto trovasi dentro dp e fuori di a^ , dedu- 
ciamo dal teorema della sovraj»posizione degli effetti che la sua deformazione 
è la risultante di quelle dovute alle cause singole che la mantengono, le quali 
sono le forze e l'interposizione di materia. Queste deformazioni sono dunque 
le tre tipiche indicate nell'enunciato: ciò è manifesto senz'altro per quelle 
dei due primi tipi ; ma lo diventa pure per quella del terzo, se si tien pre- 
sente che lo spostamento relativo di due punti corrispondenti dei margini 
(dovuto al solo spostamento del margine positivo, perchè il negativo non si 

è mosso) ha precisamente le componenti w, r, (c (*). 

Si supponga poi che gli spostamenti dei punti della superficie abbiano 
la componente normale dovunque rivolta verso l'esterno, cioè che la de- 
formazione del corpo sia espansiva in tutti i sensi : in questo caso ^a è 
involta interamente da jp . Soppressa l'azione delle forze, il corpo ritorna 
allo stato naturale, e la sua superficie passa da 7p a 7^ . Allora s'immagini 
prolungato il corpo indefinitamente in tutti i sensi al di fuori di (Xa , co- 
stituendo un corpo indefinito allo stato naturale. In questo si pensi poi sop- 
pressa la materia inter[)Osta fra ^^ e 7p, lasciandovi un interstizio vuoto 
strettissimo. Se dopo ciò si ripristina V azione delle forze , il corpo 5 si 
espande invadendo l'interstizio, fino a che la sua superficie si riadatta su <rp. 

(*) Si noti che la concomitanza JolPazione «lollo forze suporficiali e della aggiunzione 
■ li injitoria avviene [>ressn la stossa sui»oriìcio, cioè nelle condizioni particolari rilevate 
al n.** 3ii. Ciò noterà pure il lettore nei duo casi di cui seguo rosamc. 
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Pensando allora saldate in ^p le due superficie di S e del prolungamento, 
abbiamo un corpo elastico indefinito deformato ed equilibrato, la cui materia 
è quella del primitivo corpo indefinito, esclusion fatta della materia soppressa. 
La sua deformazione, nulla fuori di a^ , e dentro Op identica a quella che 
si studia, è la risultante delle deformazioni dovute alle cause singole che la 
mantengono, e nelle tre componenti si riconoscono le tre tipiche indicate nello 
enunciato, se pur si riflette, che gli avvicinamenti di due punti corrispondenti 

dei margini sono gli spostamenti t/, r, w del margine positivo, poiché Taltro 
non si è mosso. 

Finalmente, nel casb più generale, per alcuni punti della superficie del 
corpo la componente normale dello spostamento è rivolta verso l'interno e per 
altri verso l'esterno di esso. I punti di queste duo classi sono distribuiti su ^o in 
due specie di regioni, e noi diremo di prima 
specie la regione dotata di spostamenti 
normali interni e di seconda specie l'altra. 
Le due specie di regioni sono separate da 
certe linee s chiudentisi in se stesse. La 
superficie 'jp interseca ^a secondo certe altre 
linee s" pure chiudentisi in sé stesse e ri- 
spettivamente vicinissime alle s' : sono i 
luoghi delle posizioni posteriori dei punti 
delle s'j i quali subiscono spostamenti tan- 
genziali solamente. Fra le linee s' e le cor- 
rispondenti s" si racchiudono su <Ja certe '^"^ 
striscio strettissime (sconfinamenti). Tolta l'azione delle forze e ritornato il 
corpo allo stato naturale, la sua superficie torna da <7p a <?« , e le linee s" 
della prima tornano a costituire le s' della seconda. Pensiamo allora prolun- 
gato il corpo indefinitamente al di fuori di a^, costituendo nell'insieme un 
corpo indefinito allo stato naturale, ma supponghiamo che il prolungamento 
non aderisca col corpo primitivo, in guisa che resti un taglio in a^ . Poi 
pensiamo soppressa la materia che sta fuori di a^ e dentro <Tp , la quale 
forma tanti strati aderenti alle regioni di seconda specie sconfinati di Ja, al 
posto dei quali lasciamo altrettanti vuoti strettissimi. Allora ripristinando l'a- 
zione delle forze, il corpo invaderà questi interstizii, mentre le linee s' an- 
dranno a coincidere cou le s" ; ma nel tempo stesso le contrazioni del corpo 
cagioneranno altri vuoti strettissimi esterni a ap ed interni a cj^ , cioè con- 
tigui alle regioni di prima specie sconfinate di c^ . Si pensino riempiti questi 
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ruoti con i/^ova maceria ailo staio nacuraie. In cai gaisa si otterrà un corpo 
continuo ed e';a [i'r.rato coi^titaico «ial primitiTo indefinito, meno la materia 
soppressa e i Jj ^aella aggiunta. La deformazione di esso è nulla fuori dì 7^, 
e dentro y^ è i-ientica a •quella in esame. Omettendo di considerare gli strati 
aggiuijii, ia 'i-formazior.e della materia restante è prodotta dannazione con- 
comitante de'.le r^rze e dell'aggiunzione e s*>pp»ressione di materia, eà appli- 
cando il teoreTia di sovra: r.osizi«r;e, «i ottiene la dimostrazione del presente. 
43. Osserrazione. — L-e ire deformazioni tipiche^ che pel dato corpo 
limitato hanno per risultante in deformazione che vi producono le forze, pel 
suo prolungamento indefinito Cesclusion fatta deVa materia che va soppressa 
generando la componente del 3:^ HfV hanno una risultante nulla. 

Ciò risulta immediatamente da entrambe le precedenti dimostrazioni e 
completa l'analogia che Ie;ra le deformazioni tipiche con le funzioni po- 
tenziali. 

Naturalmente ciascuna delie tre deformazioni tipiche componenti non è 
nulla nel prolungamento «lei corpo: esse si distruggono soltanto mutuamente. 
Ed a questo riguardo si noti che, se, seguendo il ragionamento della 2.* di- 
mostrazione, si isola ciascuna delle tre deformazioni componenti, sopprìmendo 
le cause produttive delle altre due, il prolungamento del corpo entra in de- 
formazione e le quantità u, L. etc. diventano vere discontinuità degli spo- 
stamenti e delle tensioni rispettivamente. 

Non fa meraviglia questo mutuo distruggersi delle tre deformazioni ti- 
tiche fuori del corpo dato, se si riflette che esse non sono indipendenti, perchè 
la deformazione di nuesi' ultimo è determinata dalle sei funzioni X.... N 

e le tre m, r, »^ ne sono una conseguenza. 
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PARTE TERZA. 

Espressioni analitiche 
delle deformazioni tipiche dei corpi isotropi 



§ I. Richiamo di alcune formole. 

•14. Estraggo dalla Nota del Beltrami, Intorno ad alcuni teoremi nuovi 
del sig. C. Neumann (*) e dai miei lavori, Su certe funzioni potenziali di 
masse dijfuse in tutto lo spazio infinito (**) alcune formole, di cui dovrò far 
uso nella seguente trattazione. 

Sopra una data superficie o si stabilisca un sistema di coordinate cur- 
vilinee (w, v)] si dica n la normale alla superficie nel punto di coordinate «, v 
e si riguardi come positiva, quando da essa si vede ruotare la tangente po- 
sitiva alla curva v verso la tangente positiva alla curva w, che passano pel 
suo piede (di un angolo < 180''), come dall'asse cartesiano positivo delle z si 
vede ruotare il positivo delle y verso quello delle x (di un angolo retto). Si 
adottino col Beltrami le notazioni A, (9, (//), Aj (0), per indicare rispettivamente 
il parametro differenziale misto e quello del second'ordine relativi a funzioni 
^y tp dei punti della superficie. 

Se "f e una funzione qualunque dei punti dello spazio ov'è tracciata a, 
si ha per punti di questa superficie (***): 

^? A / \ I ^9 



(*) Annali di Matematica^ serie 2.% t. X, pp. 16-63. 
(**) Citerò la mia Memoria pubblicata con questo titolo nei Rendiconti del Circolo 
matematico di Palermo, t. IV col segno convenzionale (M), e 1' « Appendice » alla stessa 
pubblicata, ibid., t. VI col segno (il/, A), 
(***) V. Beltrami, op. cit 
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ove aj ^j y sono i coseni direttori della normale positiva n rispetto agli assi 
cartesiani. 

45. Le a, ;S, 7 e le or, y, Zy coordinate cartesiane dei punti della su- 
perficie, riguardate come funzioni delle coordinate curvilinee, sodisfano l'e- 
quazione identica 

/3 A3 (z) + A. (;5, ^) = y A, (y) + A. (y, y) (i) 

e due altre, che si ricavano da questa con permutazioni cicliche simultanee 
delle due terne di lettere (*). 

46. Se F è la funzione potenziale di una massa distribuita sulla su- 
perficie o con densità />; |, >?, C sono le coordinate cartesiane del punto po- 
tenziato, ed r è la distanza di questo punto dairelemento della superficie, le 
derivate prime di V si esjjrimono per funzioni potenziali di semplice strato, 
di dop{)io strato e di distribuzione lineare fatta sul contorno s di a, mediante 
ti e formule dovute a C. Neumann, ma di cui la forma più generale dovuta 
al Beltrami è la seguente per la derivata rispetto a 5 (**) • 

ove V è la normale al contorno s giacente nel piano tangente e rivolta verso 
l'interno della superficie, ed il senso positivo di s è scelto in modo, che la v 
sia rivolta rispetto alla tangente positiva come la tangente positiva di una 
curva t; lo è rispetto a quella di una curva «. 

Se ir è la funzione potenziale di un doppio strato distribuito su <r con 
momento |x, le sue derivate prime si sviluppano similmente con tre formole 
dovute a Neumann e Beltrami, di cui la prima è 



gì 

y^ = J{ « A, (a) + A. (a, (x) j "^ + I A. (fx, x) -^- d 

a (f 

X ( d \t' ds , d C ;a , ^ ì V- j 



(d) 



8 



(*) V. (M\ p. '2:VZ e seg. 
C'-) V. Beltrami, op. cit. 
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47. Nella mia Memoria, Su certe funzioni potenziali^ ecc., stabilii al- 
cune formole esprimenti per integrali tripli o doppi le funzioni potenziali di 
masse occupanti tutto lo spazio, con densità espresse da altre funzioni po- 
tenziali di distribuzione finita a tre dimensioni, o superficiale semplice, o 
doppia, ovvero da derivate prime o seconde di funzioni potenziali siffatte. In 
un'appendice alla stessa Memoria completai la serie di queste formole con 
quelle relative al caso, che la funzione potenziale, esprimente per se stessa o 
per le sue derivate la densità, sia di distribuzione lineare. Lo scopo di tutte 
quelle formole, e perciò dei citati lavori, era l'applicazione che qui mi pro- 
pongo di farne, per la quale però bastano le sole riguardanti i casi, che la 
densità sia data da derivate seconde delle quattro specie di funzioni poten- 
ziali. Per comodità del lettore credo utile trascrivere qui queste ultime 
formole. 

Sia V la funzione potenziale di una distribuzione di massa con den- 
sità /& fatta in un'estensione K^ che può essere un corpo o una superficie o 
una linea, r la distanza fra il punto potenziante (Xkj y/t, Zk) ed il poten- 
ziato {xhj yhj Zh\ sicché 



K 



Le derivate seconde di V costituiscano poi le densità per altrettante 
distribuzioni di massa in tutto lo spazio, e per queste si denoti con R la di- 
stanza dal punto potenziato (a, 6, e) al potenziante {Xh^ yh) ^h)) ch'era po- 
tenziato per la prima distribuzione. Le funzioni potenziali di queste distribu- 
zioni indefinite sono naturalmente espresse per integrali sestupli o quintupli 
o quadrupli, i quali però si riducono rispettivamente a tripli o doppi o sem- 
plici con le formole seguenti: 

1.^ Se ^ è a tre dimensioni, 

^" ^ ( (e) 

2.° Se ^ è una saperfìcie chiusa, oppure aperta e limitata da un con- 
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torno s, ed «, /3, y sono i coseni direttori della sua normale positiva, 

rd*VdS „ ^* l'i? jiri^A C?o^*dK 



J?oo 'i' *^ 



-s;^ A' a: 



(f) 



3.° Se ^ è una linea 



fd*VdS „ e» (' j ET , o TTi /'aaryiadiir 



\ 



» 



5oo A' A 



^ J oyhO zh n, obocj^ ' OS OS li 

Soo * A' A 



(i/) 



Finalmente se TT è la funzione potenziale di un doppio strato disteso 
sulla superficie jBT, cioè 



al 



w 



" "in""' 



si hanno le formolo 



^ — J a^ 1?" = "^'^ à^ I f^aT.'^^ 
, r / .adir . a ciLxdK 

C dnv ds o ^' r 3^ j IT 

^'=Jaj^a^.X = -2''a6a"cJ'*a-„'^^ 

. f. , .^(dK . d C\>.^dK ^_ { dxds 



(/*) 



A K 



Tutte queste funzioni, che ho chiamato con due indici^ godono di tutte 
le proprietà caratteristiche delle funzioni potenziali newtoniane di agenti a 
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tre dimensioni, con la particolarità che sodisfano l'equazione di Poibson in 
tutto lo spazio. In grazia di ciò le funzioni con due indici potrebbero chia- 
marsi anche funzioni potenziali aggiunte {*). 



§ II. Deformazione del primo tipo, 

48. Proponghiamoci di costruire le funzioni m, v, tv esprimenti la de- 
formazione del 1.** tipo per un mezzo isotropo adoperando le proprietà carat- 
teristiche distinte al n.^ 36, cioè facciamo in modo che: 

1.^ le funzioni u, Vj w siano finite e continue in tutto Io spazio^ e si 
comportino all' infinito come le funzioni potenziali ; 

2.^ le loro derivate prime siano finite e continue in tutto lo spazio, e 
si comportino all' infinito come le derivate prime delle funzioni potenziali ; 

3.° le derivate seconde all' interno della regione S occupata dalle forze 
sodisfino le equazioni 

af ^ (^ — 5) Il + 5 A' u = —X, etc. (1) 

e nel rimanente spazio indefinito le stesse equazioni con secondi membri nulli. 
Qui e denota la dilatazione cubica, A' il parametro differenziale del 2.^ or- 
dine di Lamé, ed ^, jB sono i quadrati delle velocità con cui si propagano 
nel corpo le vibrazioni longitudinali e trasversali. 
Scriviamo la (1) così: 

5A'« = -U-£)|^-X (1)' 

Segnando con Wi, t;, , m?i i valori di u^ Vy tv relativi al punto speciale 
(a?!, t/i, Zi), e ponendo 

R' = {x- xj' + (y - y^Y + {z- z,y, 

(*) Veramente nei citati opuscoli non ho dimostrato la continuità di queste funzioni 
e delle loro derivate primo, attraverso la superfìcie per la quale può cadere in dubbio, 
ma ho ritenuto questa continuità quasi evidente, deducendone qualche conseguenza [(A/), 
p. 249]. Il lettore può supplirvi da sé applicando i metodi in uso ai varii termini dei loro 
sviluppi. 



198 Gebbia: Le deformazioni tipiche 



ricaviamo dalla (1)' 

4,B„, = M-B)J|5^/+J«S+t;„ (2) 



^00 



ammettendo con ciò come prima ipotesi j salvo a verficarla in seguito, che 
Vintegrale esteso a tutto lo spazio sia finito^ dotato di tutte le proprietà della 
funzione potenziale di un corpo^ e che sodisfi Inequazione di Poisson in tutto 
lo spazio. La funzione U", e le sue compagne F, e TF, dovranno esser finite 
e continue in tutto lo spazio insieme alle loro derivate prime, annullarsi al- 
l'infinito e sodisfare in tutto lo spazio le equazioni 

A« U, = 0, A» Ft = 0, A' F, = 0. 

Or tutte queste condizioni danno, com' è noto, 

J7,==0, F,==0, Tr.=0, 
e quindi resta 

A n (A Ty\CS^ dS , C XdS ,j. 



^oc 



Per trasformare l'integrale esteso a tutto lo spazio, si spezzi in due re- 
lativi ad S ed alla regione esterna; si applichi a questi due integrali l'inte- 
grazione per parti e la derivazione sotto il segno, indi si sommino i resultati : 
così si avrà 

J X R J ex oxì J B 



C» "^00 "X 



Con ciò intendiamo ammettere come seconda ipotesi^ che sia finita e 
continua in tutto lo spazio e si annulli all'infinito; che inoltre le sue deri- 
vate prime siano finite e continue almeno in ciascuno degli spazi S, Soo — S. 
Così la (I) si trasforma in 

A T^ /A D^ ^ fedS , CXdS 

Ora, derivando questa equazione rispetto ad it*, , e le due analoghe ri- 
spetto s,d yij Zij e sommando, si ottiene: 

A Rei /J R^A5^®^^_L ^ fXdS, d (YdS, d fZdS ,o, 



'oc 



S 
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ove 6, è il valore di nel punto a:,, t/,, e,; ammettendo allora come terza 
ipotesiy che a questo integrale esteso a tutto lo spazio possa applicarsi Vequa- 
zione di Poisson, cioè 






Soo 



resta 



A 4^ 2 rXdS , d (YdS , d (ZdS ,jj. 



5 S S 



Per formare l'espressione di 9 pel punto (^r, t/, z) basterà naturalmente 
considerare un altro punto {x\ y\ z) e porre 

r« = (a; — x')* + (y — y')* + (^ — 2?')', dS = dx dy dz'^ 
onde 

5 5 S 

Da ciò si riconosce facilmente eh' è realizzata l'ipotesi seconda, ed è 
anche manifesto che si avverano pure le ipotesi prima e terza, perchè risulta 
che gì' integrali estesi a tutto lo spazio, ch'entrano nelle formolo (I) e (3), 
sono somme di funzioni potenziali aggiunte. 

49. La formola (I) e le sue analoghe per gli altri due assi e la for- 
mola (II)' individuano completamente una deformazione del primo tipo; in- 
fatti l'espressione di t/, si compoiìe di due termini, dei quali il secondo come 
funzione potenziale di corpo, e il primo come somma di funzioni potenziali 
aggiunte, godono tutte le proprietà presunte per le componenti dello sposta- 
mento. È facile anche rilevare che le derivate di m,, t;,, w^ godono le pro- 
prietà per esse presunte, e quindi le godono pure le componenti di tensione (*). 
In6ne le proprietà relative alle derivate seconde sono una conseguenza del 
processo con cui le formole sono state dedotte. 

50. Per esprimere le componenti dello spostamento direttamente per le 
sole forze, basterà sostituire nelle (I) l'espressione (II)' della dilatazione cu- 
bica. Le formole così ottenute sarebbero complicate con integrali sestupli, ma 
questi si riducono facilmente a tripli, facendo uso delle formole (e), con l'aiuto 



(*) V. (Af), n.o 17 od (M, A\ n.° 6. 
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delle quali si ha : 

d~x 

S^ a S 8 



'/=-.'J«S;/-'^*"+?^J^«''«+a^>«'«|. 



e, sostituendo nella (I), si ottiene 

. „ r XdS A-B O^d^B , y d*B , ^ d* B ) , „ ,,, 

iy S 

La deformazione del primo tipo di un mezzo isotropo è stata già espressa 
sotto una forma riducibile alla precedente la prima volta dai sigg. Thoìiso!! 
e Tait nel loro Treatise on Naturai Philosophy^ e poi con altro metodo dal 
sig. BoussinesqC). 

51. Forse può esser utile notare che, per essere 

d^R _ 1 cos« (i?, a:) d* R ^ c os (R, x) cos (^R, y) 

dx* '^ R R ' . dxdy~ R 

0* R _^ cos (/?, x ) cos (JB , z) 
d xd z R 

la formola (I)' si può scrivere 

. D A-\-B C XdS , A — B C Fcos (F, R) cos(5, x) . ^ 
^^^'''=-2^ J"!?- +2^ J R ^^' 

8 S 

ove F denota la risultante delle forze X, F, Z. Questa espressione di ti. 
(j le analoghe di Vi, i^i mostrano, che la deformazione è decomponibile in 
due, nella prima delle quali lo spostamento dipende dalle forze, e nella se- 
(ronda dalle loro componenti nella direzione delle congiungenti i loro punti 
d'applicazione col punto spostato. 



— - > 



§ III. Deformazione del secondo tipo. 

52. Per questa debbono esser sodisfatte le seguenti condizioni (n.^ 37): 
1." Le ?/, v, w debbono esser finite e continue in tutto lo spazio, ed 
avere il solito comportamento all'infinito. 

(*) (Joììiptes rendua de l'Acadèmie des Sciences^ 1879, 2.* semestre, p. 331. 
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2.^ Le loro derivate prime, pur essendo in generale finite e continue 
e comportandosi come sappiamo all' infinito, debbono presentare attraverso la 
superficie 7, ove agiscono le forze (L, 3f, N)^ discontinuità sodisfacenti tre 
equazioni, di cui la prima relativa all'asse dello x è 

3.° Le loro derivate seconde debbono sodisfare in tutto lo spazio tre 
equazioni, di cui la prima è 

{A-B)~ + B.\'u = 0. (2) 

X 

53. Caso d'una superficie chiusa. — • Designiamo con S lo spazio rac- 
chiuso da a e con Soo — S il rimanente spazio infinito, e riguardiamo la nor- 
male a a come positiva quando è rivolta verso S. Dalla (2) possiamo dedurre 

4«B«. = (^-5)J||^^+F., (I) 



00 



ammettendo con ciò come prima ipotesi che V integrale esteso a tutto lo 
spazio sia finito e dotato di tutte le proprietà della funzione potenziale di 
un corpo y e in particolare che sodisfi l'equazione di Poisson in tutto lo spazio. 
Quanto alla IT, e alle due analoghe Fj, >F|, esse sono vincolate fin da ora 
a dover essere finite e continue in tutto lo spazio, e comportarsi all' infinito 
come le funzioni potenziali, mentre le loro derivate seconde dovranno veri- 
ficare le equazioni 

A«?7. = 0, A-F, = 0, A»TF, = 0. (3) 

Ammettiamo come seconda ipotesi che 6 sia finita e continua insieme alle 
sue derivate prime in ciascuno dei due spazi 5, Soo — S, e che si annulli 
alV infinito. Se primieramente supponghiamo che il punto (a:,, t/,, z^) sia si- 
tuato dentro S, potremo applicare il teorema preliminare di Green alle due 

funzioni ed ^ nello spazio S\ che resta da S sopprimendo una sfera di 

raggio e col centro nel punto (Xi , t/j , 0|), ed avremo 
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ove c" è la superficie della sfera e 9. è il Talore di © sulla faccia interna di a. 
Or si ha 



- 1 



r=»J .' CU 



s\cc^hè, passando al limite rer £ = 0, con che lo spazio S diventa 5, otten- 
gbi ^mo 

M' X i X e •§ e ¥ cz c z ^ J d fi 






Poi, applicando il teorema preliminare di Green alle stesse due funzioni 
nello spazio 5,x — i^? abbiamo senz'altio 

ì \c X e X L' ìj e y cz e z j J dn ' 

ovo H.. indica il valore di t^ sulla faccia esterna di 7. Sommando queste due 
p^iuijjliauzo introducendo la notazione 

/>e = e, — e^, 

otlcn^hiumo 

I \r^^• i'x i'ffijfczc:} J dn ^ ' 



KviiloiitiMurnto si piungerobbe pure a questa formola, quando il punto 
(:'•., Vi, -i) f'^^^'' situato dentro >V — -^^ sicché essa può ritenersi valevole 
p<'r ludi i punti drllo spazio, ad eccezione dei punti di a. 

{)[{) prouìt^ssi», ditVorcn/.iamo l'equazione (I) rispetto ad ar, e le due ana- 
l()^'h(5 rispetto ad //» e e,, o sommiamo, dopo aver tenute presenti le relazioni 
del tipo 

...ai 



r xi ) d X li J ex dx ^ 



che valf^ono separatamente nei due spazi S ed S^c — 5, ed ancora avuto ri- 
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guardo alla relazione (4): avremo 

r 4 
4 TT i? e. = — 4 w (yt - 5) e. + (^ — 5)1 f) e . -g^ d <7 

a 

■ dUi dVi ■ dWi^ 
dxi d t/i dzi 
cioè 

S- 
47r^e.=(^-5)f®e-/-rfa + |^ + |i^4-|^- (5) 

a 

Ora si applichi questa formola per due puntila;,, y;, z^) infinitamente 
vicini ad un punto della superficie, il primo sulla normale positiva e il se- 
condo sulla negativa, e poi si operi per sottrazione: tenendo conto della pro- 
prietà della funzione potenziale di doppio strato, si otterrà 

4::^f)e. = 4;:U-B)f)e.+^(|^ + ?i^ + |^ì, 

^ ^ \dxi ' otfi dzi) 

da cui 

4::Bf)e. = ®f|^ + |^ + |^V (6) 

\d Xi yi Zi ) ^ 

Ritorniamo a considerare la (I) ed osserviamo che, tenendo presente Tipo- 
tesi prima, se ne può dedurre 

\i:B±) X— = x) ^— > 
on on 

(7) 
\dxL * d Xi oxi'ì \d Xi ó xi oxi' ) 

Sostituendo le espressioni (6), (7) nella (1) riferita al punto (a^i, yi, Zi\ 
si ottiene 



A-2B 
^ B 



ot,S)\ -+ +^ — = — 47rL, 
\d xi oyi ozi) 



Questa relazione e le analoghe per gli altri assi, aggiunte alle (3) e alle 
condizioni relative all' infinito, completano la serie delle condizioni, cui deb- 
bono sodisfare le funzioni ?7,, F,, TF,. 
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Procuriamo di rispondere a queste condizioni mediante funzioni poten- 
ziali di semplici strati agenti su d, cioè ponghiamo 

V.-p-p, F,-/t|5, W.-j'^. m 



o ti a 



Sostituendo le espressioni (9) nella (8) e nelle due analoghe, per le note pro- 
prietà delle funzioni potenziali si trova 

ft + ^^^(X« + fi/3 + vy)^ = Jlf, 

equazioni lineari fra X, n, v, che danno 

X = L-~~-J'„«, i, = M-^~^F„^, v = N-^^ Fny, (10) 
ove 

FnSsLa + M^ + Ny (II) 

è la componente della forza normale alla superficie. Si deduce da ciò 

rr CLda À— B C FnCida \ 

a a 

rr CMdc A—BCFn^d<s I 

a a 



= r ^^ _ ^ — B ( FnydG 



a a 



Conosciute queste funzioni, si può calcolare con la formola (6) la discon* 
tinnita della dilatazione cubica, e si ottiene 

£)e. = -^- (11) 

Questo valore deve sostituirsi nella (5), onde questa, dopo facili sempli- 
ficazioni, ci dà 

A^AQ _l_fLd<:,_d_rMdc J rNdc j„ 



o 
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Così la soluzione del problema è completamente data dalle formole (I), 
(II), (III), (IV). Resta a provare che sono sodisfatte le due ipotesi già pre- 
sunte. La seconda di esse è provata dall'espressione (IV), la quale, essendo 
una somma di derivate prime di funzioni potenziali di superficie, mostra su- 
bito che 6 è finita e continua in ciascuno degli spazi 5, S^o — S] che siano 
pure tali le derivate prime di 6 si può dimostrare trasformando i tre termini 
di con la formola {e) del § I, poi derivando e tenendo presenti anche le 
proprietà delle derivate prime di funzioni potenziali di doppio strato. Anche 
la prima ipotesi è verificata, perchè l'integrale esteso a tutto lo spazio, ch'entra 
nella formola (I), è una somma di funzioni potenziali aggiunte dei tipi rispet- 
tivi qa:xj qxijj qaz' Finalmente le Ui, F|, TF,, come funzioni potenziali di 
superficie, sodisfano le equazioni (3) e rispondono alle altre condizioni per esse 
presunte, come risulta dal processo con cui le abbiamo costruito. 

5 1. La formola (I) può subire una trasformazione, che ci sarà utile in 
seguito. Le (10) per la (11) si possono scrivere: 

facendo le sostituzioni nelle (9) e poi nella (I), questa diviene 



1^00 ff 



55. Eliminando fra le eguaglianze (I), (II), (III) e (IV) la dilatazione 
cubica, si possono esprimere le componenti u^ v^ w dello spostamento come 
funzioni delle sole forze L, Mj N] ma le formole risultanti conterrebbero in- 
tegrali doppi e quintupli. Però le formole (f) del § I, che danno gli svi- 
luppi delle funzioni q^aj qmyj ?^, permettono di sostituire altre formole com- 
poste semplicemente d'integrali doppi* estesi alla superficie sollecitata. Infatti, 
operando così sull'espressione (IV) di 0, si trova 

S„ a S 

e sostituendo nella (I), sì ottiene 
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Questa formola e le due analoghe relative agli altri assi esprimono nel 
modo più semplice la seconda deformazione tipica di un mezzo isotropo nel 
caso d'una superfìcie chiusa. Essa mostra un carattere ch'era da aspettarsi, 
cioè eh' è identica alla (I)' del paragrafo precedente, che dà la prima defor- 
mazione tipica, salvo la debita mutazione della qualità delle forze sollecitanti 
e del campo di sollecitazione. 

56. Caso d'una superficie aperta. — Benché nella Parte seconda ab- 
biamo definito le deformazioni del 2.° e del 3.^ tipo per superficie chiuse (cfr. 
il n.° 39), vogliamo qui, pei corpi isotropi, estenderne la nozione al caso di 
superficie aperte, costruendo le funzioni definite dalle stesse proprietà carat- 
teristiche. La forma di queste funzioni ci fornirà le condizioni sotto le quali 
l'estensione è possibile compatibilmente con la rappresentabilità fisica delle 
funzioni medesime. L'analogia fra queste deformazioni e le funzioni poten- 
ziali sarà così più completa, benché resti provvisoriamente limitata al caso 
dell' isotropia. 

Per la deformazione del secondo tipo, se la superficie (j e aperta, bisogna 
arrecare alcune modificazioni nei ragionamenti svolti nei numeri precedenti. 
Dopo aver poste le (I), (3), si riguardi la linea di contorno 5 di a come asse 
di una superficie tubulare &> di raggio piccolissimo ^, e si chiami S' Io spazio 
che resta da ò'oo detraendone la parte racchiusa dal tubo. Si prendano poi 
come limiti di S\ oltre alla superficie del tubo ed alla sfera all'infinito, anche 
le due facce di <j, o per dir meglio, della parte <j' di a che resta esterna al 
tubo. Considerando un punto (:r, , ^i, z^) non racchiuso dal tubo, lo si cir- 

condi con una superficie sferica r di raggio e. La funzione ,r é finita e con- 
tinua nello spazio che resta escludendo da S' la sfera r limitata da r; sì 
supponga per ipotesi che altrettanto avvenga di 6: allora si ha: 

^ P f) 

r Ide^'s de B . de R\^o 

J \dxdxdydydz dz) 

^ o' ùì 

Ora ammettiamo per ipotesi^ salvo a verificarlo nei risultati^ che rfi- 
venii infinita logaritmicamente quando il punto (a:, y, z) si avvicini indefini- 
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tamente ad un punto di S) allora alla funzione 6, ch'entra nell'integrale 
esteso per u, possiamo dare l'espressione 

e = k\ogt'\- A, (a) 

ove k dfpende soltanto dal punto di 5, da cui si dirama il raggio ^, ed A è 
una funzione che si annulla con t. Adunque, segnando con 9 l'angolo che 
descrive il raggio t movendosi nel piano di sezione retta del tubo, contato 
a partire da una posizione fissa, si avrà, a meno di grandezze piccolissime 
rispetto a t{*): 



(i; 8 



ove H si annulla con t. Ma l'integrale al secondo membro si annulla esso 
pure con f, perchè la funzione da esso racchiusa resta finita nel campo d'inte- 
grazione, per quanto piccolo sia if, essendo 



lim Mog < = 0. 

t=0 



Così abbiamo 



lim f 



1 



ia 



Ma inoltre 



a^ 



lim I e ^^^ = — 4 TT e, , 

e^ J oli 



sicché in conclusione il passaggio al limite per < = 0, £ = 0, dopo il quale 
lo spazio d'integrazione si estende ad Se», ci conduce medesimamente all'equa- 
zione (4). 

Adunque le espressioni analitiche già trovate per una superficie chiusa 
sono anche valevoli per una superficie aperta. 

Ci resta a dover confermare le due ipotesi assunte sul comportamento 
della funzione 6: 1/^ in tutto lo spazio S'; 2.^ in prossimità del contorno. 

Or la prima ipotesi è subito confermata dalla espressione (IV) di 0,. 



(*) V. (M, yl), n.^ 1. 
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Tu quanto alla seconda, si trasformi l'espressione medesima applicando 
la formola (r) del § I e le due compagne. Così e» verrà a contenere termini 
espressi per integrali di superficie, che restano finiti al contorno, e termini 
espressi per integrali estesi al contorno, che ivi diventano infiniti appunto 
logaritmicamente. Applicando a questi ultimi un noto teorema sulle funzioni 
potenziali di linee, trovasi difatti la seguente espressione della funzione k in- 
trodotta nell'equazione (a): 



=-( 



e; V è/ V ' e/ V 



) 



57. La precedente espressione di k apre l'adito a stabilirò le condi- 
zioni necessarie e sufficienti perchè le formolo ultimamente trovate siano fisi- 
camente atte a rappresentare una deformazione. Dovendo 0, rimanere do- 
vunque finita, è necessario che sia A; = 0, e d'altra parte, se 0, è dovunque 
finita, si desume facilmente, come nel caso della superficie chiusa, che tali 
sono pure dovunque le componenti dello spostamento. Così, distinguendo le 
ipotesi che annullano A:, pervenghiamo alla seguente conclusione : 

Una deformazione di secondo tipo per superficie aperta è possibile in un 
corpo isotropo indefinito: 1/^ quando la forza è sempre nulla al contorno; 
2."^ quando in qualunque punto del contorno la forza giace nel piano normale 
alla superficie e tangente al contorno medesimo. 



§ IV. Deformazione del terzo tipo. 



58. Per la deformazione del terzo tipo debbono sussistere le seguenti 
condizioni (u.'' 38): 

1/' Lo Uj r, ir debbono essere finite e continue in tutto lo spazio, 
f^cceito ohe attraverso la superficie ? avranno le discontinuità 



/> M = w , £) r ^ r , i)ic =^ tc^ 



(1) 



ovo w, r, ìc sono tre funzioni qualunque, purché continue e piccolissime, dei 
punti della superficie. Inoltre le m, r, te debbono comportarsi air infinito come 
lo funzioni potenziali. 

2.' Le loro derivate prime debbono esser finite e contìnue in tutto 
lo spazio, se pure attraverso ^ subiscono discontinuità, queste debbono 
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disfare tre equazioni, di cui la prima relativa all'asse x è 

inoltre debbono comportarsi all'infinito come le derivate prime delle funzioni 
potenziali. 

3.° Le loro derivate seconde sodisfaranno in tutto lo spazio tre equa- 
zioni, di cui la prima relativa all'asse x è 

{A-B)l^ + BA^u = 0. (3) 

59. l.*' Caso di una superficie chiusa. — Dalle (3) si può dedurre 
come precedentemente 

4:^Bu, = iA-B)jll^ + U,, (I) 



'oo 



ammettendo come prima ipotesi che V integrale esteso a tutto lo spazio sia 
finito e dotato di tutta le proprietà della funzione potenziale di un corpo, e 
in particolare che sodisfi Inequazione di Poisson iti tutto lo spazio. 

La funzione U, e le analoghe F», TT, relative agli altri assi dovranno 
sodisfare le seguenti condizioni: 

1.^ Saranno finite e continue in tutto lo spazio, salvo che attraverso ^ 
avranno le discontinuità 

®C7, = 47r5M, ®F, = 47rBv, ¥)W, = 4c7:Bw, (4) 

e si comporteranno all'infinito come le funzioni potenziali. 

2.^ Avranno derivate prime finite e continue e che, se pure attra- 
verso (j subiscono discontinuità, queste rispondano alle tre condizioni del tipo 

n ' \dxi xl ^ oxi ' ì 

ì (5) 

che inoltre si comportino all'infinito come derivate prime di funzioni poten- 
ziali. 

3.® Avranno derivate seconde sodisfacenti le equazioni 

A» U, = V, A* F, = V, A« TF. === 0. (6) 



210 Gehhia: Le deformazioni tipiche 



Procuriamo di sodisfare tulle queste condizioni con funzioni della forma 



V.-Bl-u'^é^+i'^' 



R 

a 



a-} 



7. = i.p^..4-/^4% 



(II) 



a 
1 



tv.-BJ;.^d,+ 



B 

(T O 



Anzitutto per le proprietà delle funzioni potenziali queste espressioni ri- 
spondono alle (4), (6) e alle condizioni che si vogliono all'infinito; resta a far 
sì, ch'esse sodisfino le condizioni (5), al che si provvederà con le funzioni 
indeterminate a, ò, e. 

60. Prima di operare la sostituzione, introduciamo per brevità le se- 
guenti notazioni: 

A, (w, x) + Ai (V, y) + A, (tr, z) = K, ' ) 

a A, (w, x) + /3 A, {v, X) + 7 A, (f(7, x) = r„ (w, v, U?) = Po: , ) 

ove il simbolo Ai ha il senso indicato al n.° 44. Introduciamo ancora la no- 
tazione 

ove (f denota una funzione qualunque. È facile verificare, facendo uso delle 
formole (a) del § I, che V {f) è identicamente nulla, qualunque eia f. Adunque 
si avrà pure identicamente 

«r(a:) + /3r(y) + 7r(^) = o, (8) 

perchè il primo membro può mettersi nella forma 

arv + /3rv + 7r'.7- 

Ciò premesso, per sostituire le espressioni (II) nelle equazioni (5), bisogna 
calcolare le discontinuità delle derivate prime di funzioni potenziali di sem- 
plice e di doppio strato attraverso la superficie dello strato, e a ciò si per- 
verrà trasformando queste derivate con le formole di Neumànn e Beltbami, 
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citate al § I con lo lettere (c) e (<2), e poi ricordando le note proprietà delle 
funzioni potenziali. Cosi si otterrà 

Sostituendo questi valori nella (5) e nelle sue analoghe, avremo 

b-\-à^(aa + b^-\^CY)^ = iA-2B)KMBry, \ (9) 

equazioni lineari, che determinano o, fc, e. Per risolverle brevemente si som- 
mino dopo averle moltiplicate rispettivamente per «, ]3, y: tenendo conto del- 
l'identità (8), si ottiene^ 

A 

e sostituendo nelle precedenti equazioni, se ne deducono tosto i valori 

a = Br„^{A-2B)^ K», 

h = Br^ + (A-2B)^-Kfi, } (III) 

C'^Brs + iA^2B)~Ky. 

D'altra parte, ammettendo come seconda ipotesi che 9 sia finita e con- 
tinua insieme alle sue derivate prime in ciascuno degli spazi S, 5» — S, e 
che si annulli alVinfinito^ si può stabilire come al paragrafo precedente l'egua- 
glianza 

Ti ^ 
4 :: i4 e. « (i4 — B) ^ ^ — da + K h o h o — > (10) 

a 

Annali di Matematica, Serie HI, tomo VII 28 



212 Gehhia: Le deformazioni tipiche 



da cui, uguagliandone le discontinuità dei due membri attraverso a, si ottiene 
come prima 



\d .Ti ' Offi CZi I 



Intanto, conoscendo già C/", , F| , TT, , s' inferisce , dalle proprietà delle 
funzioni potenziali e dalle formole di Neumanx e Beltramt, il valore del se- 
condo membro di questa eguaglianza, che è 



-l::(a« + 6^ + cy) + 4-Biir = -4T.?-^ir, 



sicché risulta 



©e = i^K (10) 



Ora nell'espressione (10) di 0, possiamo sostituire i valori ottenuti por 
Db, U, , F,, TF,; ma nel far ciò sarà opportuno scrivere la prima delle (III) 
altrimenti così: 

a = B(r^-/ra) + 2(^-B)^ /fa (III)' 

e analogamente le altre due. Così si otterrà per e, lo sviluppo seguente: 

a4 



' A J on 



tì 



\ XiJ on jfi J on d zij on \ 



ti a 






a 

o 



Il primo e il terzo rigo si elidono a vicenda. Inoltre dimostreremo che, 
nel caso della superficie chiusa, il secondo è uguale al quarto^ stabilendo al- 
cune formole che ci saranno utili anche in seguito. 



(12) 
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61. Per istabilire queste forinole con la maggiore generalità che ci sarà 
necessaria, supponghiamo per poco la superficie a aperta, e segniamo con ^ 
il contorno di essa. Indicando con f una funzione qualunque, ma sempre 
finita e continua, dei punti della superficie, abbiamo 

a o n 

ovvero, applicando al secondo membro la formola (e) del Beltbajh, 

= f j r (i5 A, « - y A, y ) + A, (9 /3, «) + A.(? 7, V)]^ 



a 



8 

Ora si ha 

Al (9/3, 0) = 9A, (/3, ^) + /3A,(<f, z), etc, 

onde, tenendo pur conto della formola (6) del § I ed anche deireguaglianza (*) 



si ottiene infine 



^dz d_y 3jc 

^ 3v ' 3v ds 



ai "^ 



Questa, e le due che se ne deducono con le permutazioni cicliche delle 

due teme ir,j/, e; a,/3,y, sono le formolo a cui volevamo pervenire. Da 

esse siamo condotti alle due seguenti : 

gì gì 

Jj/3A,(t;, a:)-aA.it^, y)j^^-== Ji^(-gy 

a 08 



(•) V. (Af, A), n.° 3. 



«in 



{inhf^isk Ì0 ifc/ì*> «M^t^OC^M» ttyìi' W 



^\\\^ ^{KK^\\ Km*\w\kii\\\^ V Jvuviu^ 



A V «H ^ A J^ 



è ? 



» * 



•UlUt MtUs ^iv ••«;«') .4-Uv' 



■^ 



' .. ^■«\ \* *xVk«* 






i T 



L-y 



* 



••'* 



* \ 






-.^^:i .>>^\*ft&«.!!^:.^ rHUiSUiltf «1 



dw'--^"'' "* 



s« - ■> *■ « 



-7ì 



» «. 



'. ^»* 
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dilatazione cubica si semplifica così: 

ii:Ae, = 2B\^ (u / da + ^fv^dc^ + ^(w-^d<j\. (IV) 

a Q a 

La deformazione del terzo tipo è completamente espressa dalle formolo (I), 
(II), (III) e (IV), ed è notevole che da queste formolo le componenti dello 

spostamento vengono determinate, non solo per mezzo dei valori u, t;, te dello 
discontinuità caratteristiche, ma anche di quelli delle loro derivate tangen- 
ziali alla superficie singolare. 

Resta a provare che son verificate le ipotesi presunte. Ora da una parte &, 
come somma di derivate prime di funzioni potenziali di doppio strato, è finita 
e continua con lo sue derivate prime in ciascuno degli spazi S, 5» — S, come 
si deduce dall'applicazione della formola (d) del § I e dalla considerazione 
delle note proprietà delle funzioni potenziali: così è verificata l'ipotesi seconda. 
D'altra parte l'integrale, che comparisce al secondo membro della (I), è una 
somma di funzioni potenziali aggiunte dei tipi x««9 x^j X»*^ ^ come tale 
rappresenta una funzione dovunque finita e dotata di tutte le proprietà della 
funzione potenziale di un corpo: così è verificata la prima ipotesi. 

63. La formola (I) trasformata nel modo seguente assumerà un carat- 
tere che ci sarà utile in seguito. A cagione della (11), la (III)' e le compagne 
di questa per gli assi y, z si possono scrivere 

a = B (r^ — ifa) + (il — 5) «® e, ecc.; 

fatte le sostituzioni nelle (II), e di queste nelle (I), e profittando della for- 
mola (14), si ottiene 



a 



dir - ai- dir 



+ BJi^d,+BJi[^.-^p]d, , (I). 



bI a' 



+ BJH-i^'-é ■]'''■ 



n 



64. Fatte le debite eliminazioni fra le formolo (I), (II), (III) e (IV), 
si può pervenire ad esprimere direttamente le componenti dello spostamento 
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nella deformazione del terzo tipo per mezzo dei valori delle discontinuità ca- 
ratteristiche e delle derivate di queste tangenzialmente alla superficie singo- 
lare; però le relative formolo sarebbero complicate da integrali quintupli. 
Questi si evitano facendo uso delle formolo (A), mediante le quali si trova 



s 






oc 



o 



«> 



+ 



a« 



dJCidzi .1 

a 



-dB , 

an 



B C K<».dQ 









V ^ Su d'i 

.7j ~ R~ 



n 



a 



ove Sn^='nef,'\'V ^'\-wy. Sostituendo questo sviluppo nella (I) e facendo uso 
deireguaglianza (14\ sì ottiene infine 



4-Btt, = - 



I, g« [-oli j , a» r-dR , 

B] ^ u\ ^^^—d7 i- ^ —— \ V ^ d 
( ox^ij an oxidfji J dn 



o 



dXidziJ dn 



^y A — B j. d C Snd'j 

~^ À~^d:vij~R~ 



n 



+ 



BJu\±i,+ BJ.(^$-'^.)d 



o 



II 



1 



+ ^/'^(3!y-^*)^'- 



(I 



(I)" 



Questa formola e le due compagne relative a gli due assi esprimono nel 
modo più Homplice la terza deformazione tipica in funzione delle discontinuità 
carattcriKticho, ed è a notare che esse, a differenza delle precedenti, non 
contengono più lo dorivato tangenziali di queste discontinuità. 

65. Caso d'una superficie aperta. Se la superficie a è aperta ed s in- 
dica la sua lini'a di contorno, dopo essere pervenuti come precedentemente 
alle furmole (Ili), bisogna arrecare qualche mutatneqto nel modo di prose* 
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trasformando la seconda riga con la forroola (15), si otterrà 



t 

— udz 



,pl d C r dz — ^^y \ ^ r trda? — u 



8 



(10/' 



"*■ dz\ J R i 



. al 



+ (^ -Bolina r«-^rf«. 



cu 



Procuriamo di calcolare il limite per < = dell'integrale esteso per «, e 
a tal uopo supponghiamo che la funzione e, che vi entra, venga sviluppata 
con la stessa formola precedente. Per ottenere questo sviluppo basterà sosti- 
tuire in essa ai punti (x^^ ^i, z^) ed (or, y^ z) rispettivamente i punti (a?, 
y, z\ (x\ y\ z)] invece di R porremo r dato dall'eguaglianza 

affiggeremo un apice a tutte le funzioni sottoposte al segno integrale, e al 
tubo 6), che per questo sviluppo sarà fìsso, sostituiremo un altro tubo ••' di 
raggio variabile t' : così avremo : 



/ Ci' 



dxj r oyj r 

"^ dz] r 



O 



, ni 3 (v'dz —to' dy' e ( wdx' — u'dz 
+ *|a:rj V ^Vy) ~r 



8 



) (IO)'" 



d C u'dy' — v' dx' 



jL.1 1 u ay — 
'^dzj r 



e' 



i'=»J vi 



w 
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Questo sviluppo si può limitare ai soli termini che danno un contributo 
non nullo al limite che si cerca. Or è facile scorgere che il contributo dei 
termini della prima riga è nullo, perchè, sviluppando le derivate prime di 
funzioni potenziali che la costituiscono con la formola (e) del § I, si otten- 
gono funzioni potenziali di semplice e doppio strato, che restano finite al 
contorno, e funzioni potenziali di distribuzioni lineari giacenti sul contorno, 
le quali diventano infinite logaritmicamente quando il punto (x^ yy z) yì si 
avvicina; or le prime danno evidentemente un contributo che si annulla al 
limite, ed anche le seconde lo danno tale, perchè il differenziale rfw= tdOds 
introduce il fattore < e si ha lim t log / == 0. 

fc=0 

I termini della seconda riga, quando il punto si avvicina al contorno, 

diventano infiniti come -- ? quindi apportano un contributo, di cui bisogna 

tener conto. A tal uopo si osservi che, siccome i punti (re, y, z) che serve 
considerare giacciono sulla superficie w, cioè vicine quanto si vuole al con- 
torno, si può ritenere che siano 

— = coH(t,x)j-^, -^cos{t,y)^, _«cos(^2r)g-, (6) 

e perciò le derivate della seconda riga si possono ridurre a derivate rispetto 
a t'y ma siccome queste in generale hanno per limite sulla linea il doppio 
della densità mutato di segno e diviso per /, così il contributo dei termini 
della seconda riga sarà il seguente: 

2B { - - - 

~ J {vc^ — w r,) cos {ty x) -j- {w Ci — u c^) cos (<, y) 



+ (« e, — V r,) cos {ty z) 1 9 



ove per brevità si è posto 

dx dy dz 

08 ^08 08 

Dipoi si ammetta per ipotesiy che il contributo apportato dall'ultimo ter- 
mine della (10)'" sia pure di questa forma, cioè che pei punti {Xy y, z) di &) 
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possa scriversi, a meno di termini che si annullano per < = 0, 

lim e'^rf«' = 

«•=0 J ot . ^ 

[ (16) 
■= 7 j (*^t e» — h ".) C08 ( <, a:) 4- (fc, r, — ^, e,) cos {t, y) 

+ (*,<•, — A;, e) C08(<, 0)1, 

ove ibi, it> ^3 sono funzioni dei punti di s da determinarsi. 

Allorn, raccogliendo le diverse parti, si ottiene che il valore di " bu u, 
a meno di termini che svaniscono al limite dell'integrale esteso per u, ha 
l'espressione seguente : 

= ^ j (A, Cj — /i, r.) cos (<, r) + (/*, r. — /». e,) cos (7, y) / .j,yv 

+ (A, r, — A, e,) cos (/, e) j , : 

ove si è posto per brevità 

-^2Bu + {A — B)k,='1h, —2Bv{A-B)h^h, i 

(«) 



^2Bic-{-{A — B)k, = h. 
D'altra parte sì ha per punti di u 

1 



) 



l'e'lf*»- 



O) 



-AJ^cos(<',.r)rf«'-gM^-cos(/, y)rf«' [ W 



tu' tu' 

e' 



Jft 
— C08(/', z)(lrù. 



tu 



ì 



II primo di questi tre integrali si può sviluppare nel modo seguente, so- 
stituendovi per e' l'espressione (17) con la debita aggiunzioi\e d'indici, e 



m.- "• 
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ponendovi dtù' -^ i d6' ds: 

( jCOB(t', y)dfù' 



2.T 



4 ^ f J4r^ *'» '' " *'» ''''^ J '*°'' (^'' ''^ '^ ''' 




2r 



+ — ('*'« c'i — '*! ^ s) I cos {t\ x) C08 (<', y) d 9' 



27 



ove l'o è il valore medio di r sulla circonferenza generatrice del tubo w'. Ora 
i tre integrali relativi a S' hanno rispettivamente i valori (*). 

— Ci), — "C|C|, — ^C|Cs, 

sicché sostituendoli e riducendo, si ottiene 

j -- cos (t'j x)d(ù =n J (A', e', — A'a c\) — • 



(0 



Analoghe espressioni si possono dare agli altri due integrali del secondo 
membro della (18); adunque da questa equazione, col passaggio al limite per 
t' == 0, il quale non porta altro che il cangiamento di r« in r, ottenghiamo : 



ai 



t'z=Oj ot 



d tu 



ot' 



8 B 



8 



Ora, se il punto (:r, y, z) si avvicina indefinitamente al contorno, il se- 



(*) Quest' integrali sono stati calcolati da me nella cit. Appendice alla Memoria, Stf 
certe fìmziom^ ecc., n.^ 1. 
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condo membro tende all'infinito come - . di modo che, a meno dì termini 
che non danno c-ontrìtuto all' ultimo termine della « lOi ', si può scrÌTere 



1 
e — 



r 

M 

= — - j .A» <■» — *> f t.' cos < /, X) + 1 A, f , — A, f ,) cos < /, jf) 

-}- (A. Ct — A, r.) eoe (/, «i j - 

Dal paragone di quest'eguaglianza con la \ 1 6 1 si paò dedarre eYiden- 
temente 

A, »2i4l-. , At = 2Ji:,, A,»2^X-,. (3) 

I sistemi di equazioni «>, ^^3^ permettono di determinare le A e le 4r, e 
se ne ottiene 

. 2B - . _ ^AB - 

*•"" a~b"' '~~"Z=^"' 

OTe cambiando l'indice 1 in 2 o 3, bisogna sostituire alla n la v o la t^. 

Introducendo i Talori delle h nella ^19) e togliendo grindici, si ha final- 
mente 



. 1 



lim 



"TT'" 



___ B 1 _f_ r vdz — ìcdy . f_ C ìcdx — udz . e f ndy — w 



— wdx 



eefiesèione che convalida l'ipotesi ammessa stabilendo Teguaglianza (16). 

Soèiitueiido questo valore nella (10; e trasformando gl'integrali al con- 
toriio in integrali alla superficie mediante la formola (15), si perviene alla 
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seguente espressione della dilatazione cubica: 

B 



= 25 



k + B l d xi 






9 fry- 
yij B 



-ITP 



+ »4;i 



„ 1 



d 



(IV)' 



+ 2B 



8 r- i? 



^ + B ( a «i 



u -^— d <J -\- T. - v-^—d 
J on yij a n 



al 

+ Ti — I iV-^ — d a 



d Zi 



/ 



dn 



ì 



Se la superfìcie è chiusa, le due espressioni fra parentesi di questo svi- 
luppo sono uguali in virtù della (15) e si ricade nella formola (IV). La (IV)' 
dà lo sviluppo di ^1 per le discontinuità caratteristiche e per le loro derivate 

tangenziali. Se si vuole uno sviluppo per le sole ti, v^ tv basta sostituirvi la 
prima riga col valore di questa tratto dalla (15); ma allora il risultato viene 
a contenere integrali al contorno, cioè 



o 1 o 1_ 

2jBU— u - — da -f ^— 1 V- — do -f-^— 



/ 



W-^ dor 

dn 



\ 



-2B 



B 



d Cv dz — wdy 



A-\-B[dxi 



+ 



J 



— udz 



B 



j 3_ fwdx — u 



(ivy 



^i J 



dy — pdx 
B 



Per ottenere le componenti dello spostamento, bisogna ora sostituire nelle 
equazioni (I) il nuovo sviluppo di e. A noi basta calcolare i soli termini ad- 
dizionali a quelli già contenuti nella formola (1)'\ e che dipendono dalla se- 
conda riga dello sviluppo (IV)". Essi sono funzioni potenziali aggiunte dei 
tipi /jtfj0} *^ya (§ I)- Fatto il calcolo, si ottengono questi termini addizionali 
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§ V. Deformazione di un corpo isotropo limitato sotto l'azione 

DI DATE FORZE. 

67. Ora siamo in grado di esprimere analiticamente la deformazione 
di un corpo isotropo limitato sotto l'azione di date forze in funzione di queste 
e degli spostamenti dei punti della superfìcie, e ciò potremo fare subito ap- 
plicando il teorema del- n.^ 41. Adottando anche qui le segnature ivi ado- 
perate, non bisogna far altro, che sommare le espressioni delle componenti 
dello spostamento ottenute nei paragrafi precedenti per le deformazioni dei 
tipi rispettivi \^\ 2.*^ e 3.^, intendendo che le forze L, J/, N caratteristiche 
della deformazione del secondo tipo siano uguali a quelle che sollecitano in 

superficie il corpo considerato, che le discontinuità u, i;, w^ caratterìstiebe 
della componente del terzo tipo, siano uguali agli spostamenti dei punti della 
superficie, e che infine le forze X, F, Z, caratteristiche della componente del 
primo tipo, siano uguali a quelle agenti nella massa del corpo. 

68. Primieramente sommando le espressioni della dilatazione cubica 
segnate con (II) al n.*" 48, con (IV) al n.^^ 53, e con (IV) al n.° 62, e deno- 
tando con ^1 la dilatazione cubica della deformazione risultante, sì ottiene il 
noto sviluppo 

Xi J lì Xi J n OXiJ cn ' 

ove i sommatori si estendono ai termini analoghi relativi ai tre assi. 

69. Delle componenti dello spostamento possiamo dare primieramente 
sviluppi contenenti la dilatazione cubica. A tal uopo basta prendere le for- 
mole relative al 2.^ e 3." tipo come furono esposte con l'indicazione (I)' al 
n.^ 54 e (I) al n.^ 63; quanto alla deformazione del primo tipo, Tespressione 
indicata con (I) al n.^ 48 si può scrivere nella seguente forma analoga alle 
precedenti, aggiungendovi un termine con i) e , il quale in questo caso è 
nullo, perchè la dilatazione cubica vi è continua in tutto lo spazio: 



B 



Sgo » S 



Sommando que»te tre espressioni e riferendo ora u, , e e Bi alla defor- 
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mazione risultante, si ha 

, rXdS , CLda , ryC- li j 



<i>' <i a 






a 



Ora bisogna osservare che questa formola e le due compagne per gli 
altri assi danno valori nulli di w,, t?,, w^ per punti esterni alla superficie a, 
(n.® 43), e quindi nulla è pure fuori del corpo la funzione 0. Ne segue che 
il precedente integrale esteso a tutto lo spazio si può estendere alla sola por- 
zione S, e per la stessa ragione ^ si riduce a 0, cioè al valore della di- 
latazione cubica su a. Fatte queste modificazioni, ed osservando che 

J dx li "^J li dxij B ' 

S o s 

si ottiene definitivamente 

A p rA m ^ fedS.fXdS.CLda 

S S o 

d * Q Ci Sì Ci 



o o o 



e sotto questa forma furono espresse la prima volta le componenti dello spo- 
stamento dal Sig. C. SOMIGLIÀNA (*). 

70. Il SoMiGLiANA giunse a questi sviluppi, facendo uso della formoFa 
che si deduce dal teorema di Green, cioè 



ai 



. e ( R 1 du, \ C ^. dS , , 



(> 



(*) V. Nuovo Cimento, ser. 3.% t. XVII, 1885, p. 145. 
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Seguendo il suo metodo, ma facendo uso delle formolo ausiliarie da me 
invocate, io procedo cosi. Le condizioni d'equilibrio relative allMnterno del 
corpo sono 

e le due compagne. Delle condizioni relative alla superficie quella riguardante 
l'asse delle x è 

che, facendo uso delle (a) del § I, si può sostituire con 

B 1^ + (^ - B) e « + B ^r, - /T «) + L = 0. 

Ricavando da questa eguaglianza ^- e dalla prima A' ti, e ponendoli 

ó fi 

nella (m\ si ricade nella formola del Somiqliana dopo avere sostituito l'inte- 
grale contenente Fa — Ka mediante la formola (14) del n.® 61. 

71. Finalmente possiamo esprimere direttamente le w, ecc. per mezzo 

delle forze e dei valori superficiali u, r, w con integrali, tripli e doppi, som- 
mando le equazioni (I)' del n.^ 50, (I)" del n.^ 55 e (I)' del n.« 64, otte- 
nendo COSI 

2 A (d xi J d X "^ dxi'^ j d x ^ d Xi J dxdn 



' Cxón 

S o a 



, fXdS , iLdr; A — B^ d Csnda 

+J ":R"+J -R ^—A-^d^,]-R- 

s « " 



(t (T «1 



Questo sviluppo e i due analoghi di rj, wi coincidono, salvo cambiamento 
di notazioni, con quelli dati dal sig. Somiqliana nel 1888 (*). 

(*) V. op. cit. del 1888, Annali di Matematica^ ser. 2/\ t. X, p. 40. 
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NOTA A. 



Sullo svolgimento db'miei studi. i^sposti nel presente lavoro, 



Concepii l'esistenza delle deformazioni tipiche, come individuate dalle proprietà carat* 
teristiche, fin dall'aprile del 1889. Allora, oltre allo Memorie del Betti e del Oerruti, 
conosceva pure il lavoro del Somigliane Sopra teqiùlìbrio di un corpo elastico isotropo 
("1885), nel quale si danno per la prima volta esplicitamente le espressioni delle compo« 
nenti dello spostamento in un corpo isotropo, per mezzo delle forze agenti in massa ed 
in superficie e degli spostamenti dei punti della superficie. In quel lavoro il sig. Somi- 
oliana aveva manifestamente di mira il problema dell'integrazione, ma oggi ho ragione di 
credere ch'egli fin d'allora sospettasse della decomposizione di qualunque deformazione di 
un corpo isotropo in tre, che dipendessero separatamente da quei tre ordini di elementi ; 
però non manifestava tale sospetto, né lo avrebbe potuto, perchè le sue formolo per 
le componenti dello spostamento erano complicate dall'intervento delia dilatazione cubica; 
questa poteva soltanto eliminarsi facendo entrare, invece del termine che la contiene, in- 
tegrali quintupli e sestupli, dai quali la scissione sarebbe restata sempre adombrata. 

Tentando io di costruire le deformazioni tipiche di un mezzo isotropo mediante le 
proprietà caratteristiche, m'imbattei puro, natui'almeiite, nell'intervento della dilatazione 
cubica, e il bisogno di eliminarla, senza introdurre integrali d'ordine superiore al terzo, 
mi SUggeri i lavori sulle funzioni potenziali di masse difiuse in tutto lo spazio, qui citati, 
e che iniziai nell'ottobre del 1889. Durante il 1890, usufruendo dei risultati di questi 
lavori, potei districare le formolo delle deformazioni tipiche del mezzo isotropo dalla 
dilatazione cubica, e mi accertai a posteriori che la scindibilità di qualunque deformazione 
in tre dei tipi rispettivi l.^ 2.^ e 3.'* aveva luogo nel caso dell'isotropia. 

Nell'ottobre del 1890 concepii la dimostrazione, fondata sulle proprietà caratteristiche, 
del teorema di scindibilità per la forma più generale del potenziale delle forze elastiche, 
quella che qui presento al n."^ -11. Solo nel 1891 ebbi conoscenza della Memoria del So- 
migliane Sulle equazioni delt elasticità^ che porta la data di dicembre 1888; e così seppi 
con molto ritardo che l'egregio analista era poi giunto, pei corpi isotropi, alla decompo- 
sizione di qualunque deformazione in tre dipendenti separatamente dalle dette tre specie di 
elementi. Le sue formolo per la deformazione di un corpo isotropo limitato ed equilibrato 
coincidevano con quelle da me ottenute per altra via (n.° 71), ma io glie ne doveva ri- 
conoscere, come faccio, la priorità. Però non mi parve che l'Autore avesse avuto con quel 
lavoro il concetto di quella che voglio chiamare tipicità o delle proprietà caratteristiche. 
Cosi, trovando la mia speculazione inoltrata anche rispetto a quest'importantissimo lavoro 
del SoMiOLiANA, si pel concetto completo della tipicità che per aver preso ad obbietto 
il caso più generale del potenziale d'elasticità, credetti opportuno pubblicare sommaria- 
mente questi risultati e lo feci con una comunicazione al Circolo matematico di Palermo 
dal titolo: Proposizioni fondamentali della statica dei corpi elastici. (Rendic, t. V), che 
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contiene senza dimostrazioni lo schema della seconda parte di questo scritto, dalla com- 
pilazione del quale mi distoglieva allora il desiderio di qualche completamento (*). Infatti 
nel 1892 potei rendere più preciso il concetto della deformazione di terzo tipo, che ha 
bisogno di considerazioni alquanto delicate, e stabilii la seconda dimostrazione del teorema 
di scindibilità qui esposta al n.^ 42. Allora mi è parso il mio studio abbastanza completo 
e maturo per intraprenderne la compilazione, di cui sin d'allora a più riprese mi occupai, 
e che oggi presento al pubblico. 



NOTA D. 



Un'osservazione sui lavori del Betti. 



Il Betti scisse pel primo il problèma statico dei corpi isotropi in due, col primo dei 
quali si eliminano le forze agenti in massa. Per risolvere questo primo problema basta 
trovare una soluzione qiialunqìfe delle sole equazioni dette indefinite, senza esser neces- 
sario che questa sia la deformazione del primo tipo. Ma il Betti non ebbe il concetto 
della tipicità, e lo prova in modo definitivo il fatto che la deformazione da lui proposta 
pel caso dell'isotropia, noi § della sua Teoria dell'Elasticità per eliminare le forze 
agenti in massa non è tipica, di che il lettore può accertarsi verificando che, se le for- 
molo esprimenti quella deformazione si riferiscono a tutto il corpo indefinito, le compo- 
nenti della pressione non sono continue attraverso la superficie del corpo dato. 



Palermo, giugno 1901. 



(*) La terza di quello Proposizioni fondamentali ò una proprietà delle deformazioni di 
1." 2.^ tipo analoga al teorema di reciprocità di Gauss per le funzioni potenziali di corpo 
di superficie. Come tale essa merita un' individuazione speciale, benché a prima vista 
possa apparire come non distinta dal teorema di Betti. Per dedurnela, basta applicare 
il teorema ad un corpo indefinito, tenendo conto del modo di comportarsi delle pressioni e 
dogli spostamenti all' infinito, quale trovasi stabilito nel § I di questa Parte terza, e ciò il 
lettore potrà fare da so. Mi limito a notar ciò, e non riporto questa proposizione nel testo 
del presente scritto, già abbastanza lungo, e di cui essa non farebbe parte necessaria. 
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Intégrale, Longueur, Aire. 



(Par H. Lebesque, à Nancy.) 



INTRODUCTION. 



D 



ans ce travail j'essaie de donnei* des définitions aussi générales et pré- 
cises que possible de quelques uns des nombres que Ton considère en Ana- 
lyse: intégrale définie, longueur d'une courbe, aire d'une surface. 

M/ Jordan, dans la seconde édition de son Cours d'Analyse^ a fait une 
étude approfondie de ces nombres. Il m'a semblé utile cependant de reprendre 
cette étude, et voici pourquoi. On sait qu'il existe des fonction dérivées non 
intégrables, lorsque l'on adopte, corame le fait M/ Jordan, la définition de 
l'intégrale qu'a donneo Riemann; de sorte que l'integration, telle que l'a dé- 
finie RiEMANN, ne permet pas dans tous les cas de résoudre le problème fon- 
damental du calcul integrai : 

Trouver une fonction connaissant sa dérivée. 

Il peut dono sembler naturel de chercher une autre définition de l'in- 
tégrale, telle que, dans des cas plus étendus, l'integration soit l'opération in- 
Ycrse de ladérivation. 

D'autre part, corame le remarque M/ Jordan, l'aire d'une surface n'ay- 
ant pas des plans tangents variant d'une fagon continue n'est pas définie; 
et les énoncés que l'on serait tenté d'admettre corarae analogues à la défi- 
nition de la longueur d'une courbe ne peuvent ètre adopté8(*). U y a dono 
lieu de chercher une définition de l'aire et peut ètre aussi de raodifier celle 



(*) Voir ScHWARZ, lettre à Genocchi. Cette lettre est reproduite dans l'ódition litho- 
graphiée du Couì's professe a la Facullé des sciences par Oh. Hehmite, pendant le second 
semestre de 1882. (Second tirage, page 25.) — Voir aussi Peano, Atti della Accademia 
dei Lincei^ 1890. 
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de la longueur de fagon que ces deux définìtions soient aussi analogues que 
possible. 

Dans Tétude des questions relatives à la théorie dea fonctions de varia- 
bles réelles on reconnait souvent qu'il serait commode de pouvoir attacher aux 
ensembles de points des nombres jouissant de certaines des propriétés des 
longueurs des segments ou des aires des polygones. On a propose dififérentes 
définitions de ces nombres que Ton appella les mesures des ensembles {*)] 
celle qui a été le plus souvent adoptée se trouve exposée et étudiée dans le 
livre de M/ Jordan. 

Dans le premier chapitre je définis, avec M/ Borel, la mesure d'un en- 
semble par. ses propriétés essentielles. Après avoir complete et précise les in- 
dications un peu rapides que donne M/ Borel (**), j'indique quelles rela- 
tions il y a, entre la mesure ainsi définie et la mesure au sens de M/ Jordan. 
La définition que j'adopte s'aj)plique aux espaces à plusieurs dimensiona; de 
la notion de mesure d'un ensemble dont les éléments sont les points d'un 
pian, on déduit celle d'aire d'un domaine pian; si les éléments sont des points 
de l'espace ordinaire on en déduil la notion de volume, etc. 

Ces prcliminaires posés, il n'y a plus d'inconvénients à definir l'intégrale 
d'une fonction continue comnio l'aire d'un domaine pian; et mème cette mé- 
thode a l'avantage de conduirc à une définition de l'intégrale d'une fonction 
discontinue bornée comme mesure d'un certain ensemble de points. C'est cette 
définition géométrique que j'adopte au chapitre II; on peut d'ailleurs^ìa reni- 
placer par une définition analytique, l'intégrale se présente alurs comme étant 
la limite d une suite de sommes assez analogues à celles que l'on considère 
dans la définition de Riemann. Les fonctions auxquelles s'appliq^ue cette dé- 
finition géométrique sont celles que j'appelle sommables. 

Je ne connais aucune fonction qui ne soit sommable, je ne saia a'il en 
existe. Toutes les fonctions qu'on peut definir à l'aide des opérations arith- 
métiques et du passage à la limite sont sommables. Toutes les fonctions in- 
tégrables au sens de Riemann sont son mables et les deux définitions de l'in- 
tégrale conduisent au mème nombre. Tonte fonction dérivée bornée est som- 
mable. 



(*j Voip au sujet de ces définitions Schcenflies, JoJireshencht der deiitscJien Ma* 
Ihematiker- Vcreiìiigwigy 1900. 

^**) Lcijons sur la théorie des Fonctions, 
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Uintégrah (Tune dérivée bornée, considérée comme fonction de la limite 
supérieure d'integration est une fonction ^primitive de la dérivée donnée, le 
problème fondamental du calcai integrai est donc théoriquement résolu toutes 
les fois que la fonction dérivée donnée est bornée. 

Pour obtenir des résultats plus généraux il est nécessaire de donner une 
définition de l'intégrale s'appliquant a des fonctions non bornées. Il est facile 
de trouver une telle définition, mais celle qui m'a paru la plus simple et la 
plus naturelle ne s'applique pas à toutes les fonctions dérivées non bornées; 
de sorte que pour les fonctions non bornées, le problème de la recherche des 
fonctions primitives n'est pas résolu dans tous les cas. Avec raes définitions 
je trouve que la coìidition nécessaire et suffisante pour qu^une fonction dé- 
rivée ait une intégrale est que sa fonction primitive soit à variation bornée, 
Toutes les fois que r intégrale existe elle fait connattre une fonction primitive. 

Lo calcul etfectif d'une intégrale dépend essentiellement de la faQon dont 
est donnée la fonction à intégrer. Dans le cas où la fonction est définie à 
l'aide de séries on pourra se servir de cette propriété, dont un cas particu- 
lier a été obtenu par M/ Osqood {*) : Une sèrie dont les termes ont des in- 
tégrales et dont les restes sont, en valeur absolne, inférieurs h un nombre 
fixe est intégrable ferme à terme. 

La définition de l'intégrale s'étend immédiatement aux fonctions de più- 
sieurs variables. 

Dans le premier chapitre j'ai développé une généralisation de la notion 
de longueur d'un segment, une généralisation faite dans un sens diflférent 
donne la notion de longueur d'une courbe. Dans le troisième chapitre, où je 
m'occupe de cette notion, j'adopte la définition suivante: la longueur d'une 
courbe C est la plus petite limite des longueurs des lignes polygonales qui 
tendent uniformément vers C. Cette définition est exactement equivalente à 
la définition classique {**). (Ine courbe à longueur finie est dite rectifiable. Je 
retrouve rapidement les principaux résultats relatifs à ces courbes obtenus 
par M.' Jordan. 

La recherche d'une expression de la longueur d'une courbe ayant des 
tangentes conduit à une nouvelle application de l'intégrale définie au chapitre 
précédent. Si f\ y', ^' existentj la condition nécessaire et suffisante pour que 



(*) American Journal, 1897. 
'**) ScHEBFFER, Actu Mathematica, 5; Jordan, Cours d*Analyse. 
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la courbe 



soit rectifiable est que Vintégrale de \ f* -f y'* + ^'* existe. Toutes les fois 
que cette intégrale existe elle représente la longueur de la courbe. La défi- 
nition qu'adoptait P. Du Bois Retmond {*) est donc un cas particulier de la 
définition classique, mème en étendant comnie je l'ai fait le sens du mot in« 
tégrale. 

Dans le quatrième chapitre fappelle aire d'une surface L la plus pe- 
tite limite des aires des surfaces polyédrales qui tendent uniformément 
vers L. On peut déduire de là une définition de Taire analogue à celle de 
la longueur d'une courbe définie comme limite des longueurs des polygones 
inscrits. 

L'étude de la représentation de l'aire à l'aide d'une intégrale doublé 
n'est abordée que dans le cas très particulier où la surface admet des plans 
tangents variant d'une fagon continue; on retrouve l'intégrale classique 



f 




EG — F*dudv. 



Les deux derniers chapitres sont consacrés à des recherches assez dif- 
férentes. Il s'agit de voir, sur des exemples, si l'extension donneo aux sens 
des mots longueur, aire n'entraine pas des modifications correspondantes dans 
les énoncés ou les raisonnements de la geometrie des surfaces. Dans ces rai- 
sonnements on suppose généralement les surfaces et les courbes analytiques, 
ou tout au moins définies à l'aido de fonctions ayant un certo in nombre de 
dérivées. 

Le premier problème que je me propose est colui des surfaces appli- 
cables sur le pian : Chercher les surfaces correspondant point à point à un 
pian, de fagon que les longueurs soient conservées. Je trouve d'une part 
qu'// existe des surfaces applicables sur le pian et ne contenant aucun seg- 
ment de droite^ d'autre part qu'// existe des courbes gauches ayant en chaque 
point un pian osculateur et dont les tangentes forment une surface uofi ap- 
plicable sur le pian. Les procédés élémentaires que j'ai employés ne m'ont 
pas donne toutes les surfaces applicables sur le pian, mais ils m'ont fait con- 
naìire les conditions nóeessaires et suffisantes pour qu'une surface cylindrìque, 
conique, une surftice tbrmée par les tangentes d'une courbe gauche, une sur- 



("*) Mathemutische Aiinalen^ Bd. lo, paj. J8T ot Act.i Matheinaticay 0. 
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face de revolution soient applicables sur le pian; enfin ils montrent que Tap- 
plication conserve les aires. 

Le second problème est celui de LAaRANGB ou de Plateau: étant donne 
un contour ferme trouver une surface limitée à ce contour et dont Taire soit 
minima. Je montre que ce problème est toujours possible et adraet une- infi- 
nite de Solutions. 

Il serait très intéressant de savoir si, parrai toutes ces surfaces solutions, 
ne se trouve pas une surface analytique. La méthode qui se présente im- 
médiatement à l'esprit et qui consiste à démontrer successivement Texis- 
tence de chacune des dérivées nécessaires a rétablissement de l'équation aux 
dérivées partielles des surfaces minima, paratt fort difficile à appliquer. Ce- 
pendant des raisonnements très élémentaires ra'ont permis dans un cas par- 
ticulier de démontrer Texistence des plans tangents à Tune des surfaces so- 
lutions. 

Les méthodes de ce dernier chapitre sont analogues à celles qui ont 
permis à M.^ Hilbert (*) de reprendre l'étude du problème de Dirichlet par 
le procède de Riemann. Les résultats obtenus par M.' Hilbert et ceux que 
je viens d'indiquer, si incomplets qu'ils soient, semblent montrer qu'il y a 
avantage à laisser de coté, au moins momentanément, les équations aux dé- 
rivées partielles que donnent les méthodes ordinaires du calcul des variations, 
et à raisonner directement sur l'intégrale qu'il s'agit de rendre minima. 

J'ai indiqué les principaux résultats de ce travail dans différentes notes 
des Compies Rendus de VAcadémie des Sciences. (19 Juin et 27 Novem- 
bre 1899, 26 Novembre et 3 Décembre 1900, 29 Avril 1901.) 



CHAPITRE I. 



Mesure des Ensembles. 



1. Un ensemble de points est dit borné si la distance de deux de ses 
points est limitée supérieurement. Deux ensembles sont dits égaux si, en dé- 
plagant Tun deux, on peut les amener à coincider. Des ensembles E^^ Etj... 



(*) Nouvelles Annales de Mathèmatiques. Aout 1900. 
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étant (lonnés, Tensemble somme E est forme des points appaitenant à Tun 
au moins des Ei . Nous n'aurons jamais à considérer qu'un nombre fini cu 
une infinite dénombrable d'ensembles Ei et nous poserons 

E = E^ -|- Ef -}- 



• • • 



Si tout point de Et est point de Ei , on dit que Et contient E^ et ron 
appello différence de Ei et E^ (Ei — E^) l'ensemble' des points de Ei qui 
n'appartiennent pas k E^. I\ faut bien remarquer que Ef contenant i/3, les 
ensembles 

E, + {E,-E,) et {E, + E,)-^E, 

diffèrent s'il existe des points communs à la fois à jE/,, E^ et E^. 

Ces définitions posées: 

Nous nous proposons d^attacher à chaque ensemble home un nombre po- 
siti f ou nul que nous appellerons sa mesure et satisfaisant aux conditions 
suivantes : 

1,^ Il existe des ensembles dont la mesure n'est pas nulle. 
2.^ Deux ensembles égaux ont méme mesure, 

3.° La mesure de la somme d\m nombre fini ou d'une infinite dénom- 
brable d'ensembles^ sans points communs^ deux à deux, est la somme des me- 
sures de ces ensembles. 

Nous ne résoudrons ce problème de la mesure que pour les ensem- 
bles que nous appellerons mesurables. Ce problème admet d'ailleurs des so- 
lutions diflférentes suivant que Ton se borne aux ensembles dont tous les 
points sont sur une droite, ou à ceux dont tous les points sont dans un 
pian, etc. Pour distinguer nous dirons, quand il sera nécessaire : mesure li- 
néaire, mesure superficielle, ete. 

Remarquons que si le problème de la mesure admet une solution, en 
multipliant toutes les mesures obtenues par un mème nombre on a un autre 
système de mesures. Nous ne considèrerons pas comme difFérentes de telles 
Solutions, de sorte (jue, sans nuire à la généralité, nous pourrons attribuer la 
mesure 1 à un ensemble quelconque de mesure non nulle. 
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I. Les elements de l'ensemble sont les points d'une droite. 

2. Supposons possible le problème de la raesure. Un ensemble forme 
d'un Seul point a une mesure ,nulle car un ensemble borné contenant une 
infinite de points doit avoir une mesure finie. L'ensemble des points d'un 
segment MN a donc mème mesure que M et N fassent ou non parile de 
l'ensemble; d'ailleurs M N ne peut avoir une mesure nulle sans qu'il en soit 
de mème pour tout ensemble borné. 

Choisissons un segment M N et attribuons lui 1 pour mesure. On sait que 
si l'on prend M N pour unite de longueur on peut attacher à cbaque seg- 
ment P ^ un nombre, sa longueur; ce nombre est aussi la mesure de l'en- 
semble des points de P Q. Pour s'en convaincre il suffit de se rappeler que si 

la longueur / de P ^ est commensurable et égale à — il existe un segment RS 

contenu a fois dans P Q et ^ fois dans MN et que si / est incommensurable, 
à tout nombre X inférieur à / correspond un segment contenu dans P Q, et de 
longueur 1 et à tout nombre 1 supérieur à / un segment contenant P Q et 
de longueur X. 

Pour que la 3® condition du problème de la mesure soit remplie il faut 
que la longueur d'un segment somme d'un nombre fini ou d'une infinite 
d'autres segments, n'empiétant pas les uns sur les autres, soit la somme des 
longueurs de ces segments. 

Des propriétés des longueurs il résulte qu'il en est bien ainsi si les seg- 
ments composants sont en nombre fini; cela est encore vrai s'ils sont en 
nombre infini. {Voir les LeQons sur la Théorie des fondions^ de M.** Borel.) 

3. Un ensemble E ét^nt donne, on peut d'une infinite de raanières en- 
fermer ses points dans un nombre fini ou une infinite dénombrable d'inter- 
valles. L'ensemble E^ des points de ces intervalles contieni E donc la me- 
sures m{E) de E est au plus égale à celle m (^,) de JÈ?, , c'est à dire au plus 
égale à la somme des longueurs des intervalles considérés. La limite inférieure 
de cette somme est une limite supérieure de m {E}^ nous l'appellerons la me- 
sure extérieure de E^ me{E). 

Supposons que tous les points de E appartiennent à un segment A B. 
Nous appellerons complémentaire de E par rapport k A B^ Cab (E)j l'ensem- 
ble AB — E, Puisque la mesure de Cab^E) est au plus fne[CAB{E)] c^H® 
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de E est au raoins m (A B) — me[CAB{E ì]* Ce nombre ne dépeiid pas de 
celui des segraents A B contenant E choisi ; nous Tappellerons la mesure 
intérieure de E^ viiiE), Deux ensembles égaux ont des mesures intérieures 
égales et des meaures extérieures égales. D'ailleurs puisque l'on a: 

m, {E) + 7ne [C^B {E}] ^ m {A B) 

la mesure extérieure n'est jamais inférieure à la mesure intérieure. Si le pro- 
blèma de la mesure est possible, la mesure d'un ensemble E est comprise 
entre les deux nombres m^^E)^ fni{E) que nous venons de definir. 

4. Nous appellerons ensemhles mesurables (*j ceiix doni les mesures ex- 
térieure et intérieure soni égales^ la valeur commune de ces deux nombres 
sera la mesure de l'ensemble, si le problème de la mesure est possible. Des 
propriétés qui suivent il resulterà que le nombre m (E) ainsi definì satisfait 
bien aux conditions du problème de la mesure si Von s^astreint à ne consi- 
(lérer que des ensembles mesurables. 

La définition des ensembles mesurables est equivalente à celle ci : Un 
ensemble E est dit mesurable sMl est possible d'enserrer ses points dans des 
intervalles a, et ceux de son complémentaire dans des intervalles & de ma- 
nière que la somme des longueurs des parties communes aux a et aux /3 soit 
aussi petite que Ton veut. 

Soit un nombre fini ou une infinite dénorabrable d'ensembles mesurables 
E,, Eij,.. montrons que Tensemble somme E est mesurable. 

Nous supposons tous les ensembles Ei formés des points d'un segment A B 
par rapport auquel nous prendrons les complémentaires. Enserrons les points 
de Ei dans des intervalles ai n'empiétant pas les uns sur les autres et C{Et) 
dans des intervalles j3,; les parties communes aux a, et aux fl, étant de lon- 
gueur totale choisie arbitrairement gj . Enserrons Es dans des intervalles ce, 
et C (Ef) dans /S, ayant en comraun une longueur totale e^ . Soient a', et j3', 
les parties des aj et flj communes aux /3,. K E^ correspondent des intervalles 
«3, /Ss et un nombre £3, soient a\ et (ì\ les parties des a^ et /Ss communes 
aux (3'z et ainsi de suite. 

Les points de E peuvent ètre enfermés dans les intervalles a,, a',, «'»,... 
Ceux de C (E) peuvent ètre enserrés dans les intervalles /S'i, quel que soit i. 
Or ces deux séries d'intervalles ont des parties communes de longueur totale 

(^) Eh adoptant cotte définition nous modilions le lan^age qu'adopte M/ Borbl. 
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au plus égale à 

/t = ^ + €j H h «f + Wt (aV.) + m (a ff,) H 

La serie 2 tn (a ,) est convergente, si dono on a choisi les e,- de fagon 
que la sèrie 2 e,- soit convergente et ait £ pour somme, on pourra prendre i 
assez grand pour que /,• soit inférieur à 2 e. 

Donc E est sommable. — La somme d'un nombre fini ou d'une infinite 
dénombrable d'ensembles sommables étant un ensemble sommable, cela a 
bien un sens de poser le problème de la mesure seulement pour les ensembles 
mesurables. 

Si les Eij jE,,,.. n'ont deux à deux aucun point commun, les points 
de Ei sont intérieurs aux intervalles a'^ de sorte que mia'i) — m{Ei) est au 
plus égal à e,-. Or m{E) diflfere de 

m {a^) -|- m (a 2) -f f» (a'3) H 

de moìns de 

«1 + €2 + 63 -|- • • • 
donc on a : 

m{E) = m (E,) + m (E,) H 

et la 3.^*°® condition du problème de la mesure est remplie. 

5. Le problème de la mesure est donc possible pour les ensembles 
mesurables; et il n'admet qu'une seule solution, car les raisonnements qui 
nous ont servi à definir les deux nombres vie et mi, appliqués à un ensemble 
mesurable, ne font intervenir que des ensembles mesurables. 

Il n'est nullement démontré que le problème de la mesure soit impossible 
pour les ensembles (s'il en existe) dont les mesures intérieure et extérieure 
sont inégales. Mais dans la suite nous ne rencontrerons que des ensembles 
mesurables. En eflfet les procédés que nous emploierons pour definir un en- 
semble pourront toujours se ramener aux deux suivants. 

1.° Faire la somme d'un nombre fini ou d'une infinite dénombrable 
d'ensembles précédemment définis. 

2.® Considérer l'ensemble des points communs à un nombre fini ou une 
infinite dénombrable d'ensembles donnés; 

et ces deux procédés appliqués à des ensembles mesurables donnent des 
ensembles mesurables. Nous l'avons vu pour le premier, démontrons le pour 
le second. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo VII. 32 
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Soient Et, E. . , . les ensembles donnés; l'ensemble cherohé ^i peut ètra 
definì comme ayant pour complémentaire la somme des complémentaires de 
E,, E,..., ce qui démontre la proposition. 

Soit €{ l'ensemble analogue à 6,, relatif à la suite Eiy J&'t+i...; l'en- 
semble somme des ei est forme des points communs à tous les Ei^ au moins 
à partir d'une certaine valeur de t, variable d'ailleurs d'un point à l'autre ; 
comme somme d'ensembles mesurables il est mesurable. 

Voici une autre application du 2*"* procede. Soit Ei contenant J^,, 
Ex — jE, est l'ensemble des points communs à -E^, et C (JEJ,), dono si Ei et 
Et 8ont mesurables, E^ — Et l'est. D'ailleurs, puisque l'on a: 

Ei «= (^1 — E^ + Et 

m {Ei - Et) = m (2?.) — m (Et) 

6. Puisque nous connaissons un ensemble mesurable, colui forme de 
tous les points d'un intervalle, les deux procédés précédents appliqués un 
nombre fini de fois nous permettent d'en definir de nouveaux. Ceux que l'on 
peut obtenir par cette méthode et leurs complémentaires sont ceux que 
M/ BoREL appello mesurables (*) et que nous nommerons ensembles mesura^ 
hles (B). Ils sont définis par une infinite dénombrable de conditions, leur en- 
semble a la puissance du continu. Farmi ces ensembles il faut citer ceux qui 
sont des sornmes d'intervalles et les ensembles fermés, c'est-à-dire contenant 
leur derive (**), dont les complémentaires sont sommes d'intervalles. 
L'ensemble E forme des points d'abcisses: 

où les ai sont égaux à ou 2, étant parfait est mesurable (B). Son com- 
plémentaire est forme d'un intervalle (— » -j de longueur — > de deux in- 

(12\/2 12 2\ 1 

9^ ' 9 r 1 3 "^ 9" ' T "^ 9 ' ^^ longueur - » de quatre interval- 

les de longueur -- , etc, dono a pour mesure 

i- + 2 ^- + 2» — H = 1 

« 

(*) Lerons sur la thèoric des fonctiotis, pages 46 à 50. 
(**) Oe sont ces ensembles que M.' Jordan appaile parfaits et M/ Borel relativement 
parfaits. Un tei ensemble contient sa frontière (laquelle sera définie plus loin). 
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et par suite E est de mesure nulle. jB7 a la puissance du continu^ dono on 
peut former avec les points de E une infinite d'ensembles qui tous^ ayant 
une mesure extérieure nulle, sont mesurables. La puissance de Tensemble de 
ces ensembles est celle de l'ensemble des ensembles de points; il existe donc 
des ensembles mesurables qui ne sont pas mesurables (B), et la puissance de 
l'ensemble des ensembles mesurables est celle de l'ensemble des ensembles 
de points. 

7. Soit E un ensemble mesurable. Choìsissons des nombres 6| e, . . . dé- 
croissant jusqu'à zero. On peut enfermer E dans une infinite dénombrable 
d'intervalles a, de mesure m(£Jj + fi,. L'ensemble Ei des points qui font 
partie à la fois des ensembles «i a, . . . est mesurable (j5), il a pour mesure 
m(E) et contient E. L'ensemble Et — E est de mesure nulle. On peut l'en- 
fermer dans des intervalles /3,.^ contenus dans les «, et de mesure e,. L'en- 
semble e des points communs à tous les /3,- est mesurable {B) et de mesure 
nulle. L'ensemble ^, «=jfc', — e est donc mesurable {B) et de mesure m(S); 
de sorte que tout ensemble mesurable est contenu dans un ensemble Ei et 
contient un ensemble ^,, E^ et Et étant mesurables {B) et de tnème mesure. 
Les ensembles que nous appelons mesurables sont donc ceux que les procédés 
de M.** BoREii permettent de mesurer, à condition de tenir compie dea re- 
marques énoncées à la fin de la page 48 (*; i^loc. cit.). 

D'une manière analogue on démontre que la mesure extérieure d'un en-* 
semble E est la limite inférieure des mesures des ensembles mesurables con- 
tenant E et qu'il existe effectivement un ensemble mesurable (B) contenant E 
et de mesure me{E). De mème, mi{E) est la limite supérieure des mesures 
des ensembles mesurables contenus dans E et il existe effectivement un en- 
semble mesurable {B) contenu dans E ayant mi {E) pour mesure. 

8. Dans son traité d'Analyse M.' Jordan donne les définitions sui- 
vantes. Un point M est point intérieur d'un ensemble E s'il est intérieur à 
un segment dont tous les points sont points de E. La frontière de E est 
l'ensemble des points qui ne sont intérieurs ni k E^ ni k C{E). 

Divisons le segment A B qui porte E^ en intervalles partiels. Soit / la 
somme des longueurs de ceux de ces intervalles dont tous les points sont in- 



(*) « Odpendant, si un ensemble E contieni tous les éléments d'un ensemble mesura- 
ble ^1, de mesure 14 nous pourrons dire que la mesure de E est supérieure à a^ sans 
nous inquiéter si E est mesurable ou non. Inversement,... Les mots supérieure et ìnfé* 
rieure n'excluent d'ailleurs pas l'égalité )►, 



térieurs à ^ et L la somme des longueurs (Je ceux qui contiennent des polnts 
(le E ou de sa frontière. On démontre que, lorsque l'on fait Tarier d'une ma- 
nière qudlcoiique la division de A B, de fagon que le maximum de la lon- 
gueur des iutervalles partìels tende vere zero, les deus nombrea l et L ten- 
dent vera des Hmites détermìnées les élendues inlóieure et exlé-ìeure de E. 
De cette défiiiition il réaulte que l'étendue extérieure est au moius égale à 
la mesure extérieure et que l'étendue intérieiire est au plus égale à la me- 
sure intérieuie. M/ Jordan appelle mesurables lea ensembles doni les denx 
étendues extérieure et intérieure sont égales ; ces ensembles que uoua nora- 
merons mesurables (J) soni donc mesarables au sens que nona avons adopté 
et les deus déSnitions de la mesure coiicordent lorqu'elles sont toutes deux 
applicttbles. 

On peut encore dire que l'étendue intérieure de E est la mesure de 
l'ensemble de ses points intérieurs, leqnel ensemble étant ouvert (*), c'est-à- 
dire ne contenant aucun point de sa frontière, a pour complémentairc un 
ensemble fermò et par suite est mesurable (B). L'étendue extérieure de E est 
la mesure de l'ensemble somme de E et de sa frontière, lequel étant ferme 
est mesurable (B). Donc pour qu'un ensemble soil mesurable (J) il faut et 
il Buffit que sa frontière 80Ìt de mesure nulle. 

Un ensemble ferme, ayant pour étendue extérieure sa mesure, s'il est 
de mesure nulle on peut affirmer qu'il est mesurable (J). En particulier l'en- 
semble parfait definì au § 6 est mesurable (J); il en est de mème de tous 
ceux que l'on peut former avec sps points, dono l'ensemble des ensembles me- 
surables (J) a mème puissance que l'ensemble des ensembles de points, et il 
existe des ensembles mesurables (.7) qui ne sont pas mesurables {B). 

9. Nous venons d'attaclier à certains ensembles une mesure, ìl nous 
reste à rechercher comment on peut calcnler ce nombre. Cela dépend évi- 
demment de la manière dont l'ensemble est donne. 

Supposons qu'un intervalle quelconque (w, b) étant donne, on eaclie re- 
connaltre s'il existe dans (a, b) des points de l'ensemble donne E ou de sa 
frontière, et s'il j existe des points de CiE). Nous pourrons aiors, par un nombre 
fini d'opérations, caleuler un nombre quelconque de termes des deux suìtes 
(que l'on peut supposer l'une décroissante, l'Mutre eroìssanteì dont les limites 
8ont4es étendues «jxtérieure et intérieure de E. L'habitude que nous avons 
de manier les séries conduit à cousìdérer les étenduea comme bìen dèfinìes. 



(*) Tous lea points d'un tei ensetable sont intérìeurs à l'ensemble. 
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On sait dono calculer la mesure d'un ensemble mesurable (J) et la considé- 
ratiou simultanee des deux suites permet d'avoir une limite supérieure de 
Terreur commise en s'arrètant à un terme quelconque. 

Il est beaucoup plus difficile de calculer me{E) et fni(E) pour un en- 
semble quelconque. Ces nombres sont en effet définis par la considération 
d'une infinite non dénombrable de nombres; pour trouver une suite de nom- 
bres tendant vers me {E) il faudrait considérer des divisions du segment AB 
portant E^ en intervalles partiels qui dépendraient de l'ensemble E. 

Si un ensemble est mesurable {B) et est défini à l'aide des deux opé- 
rations que nous avons indiquées à partir de suites d' intervalles, il est fa- 
cile de calculer sa mesure en s'appuyant sur la 3^"® condition du problème 
de la mesure et sur cotte propriété : l'ensemble E des points communs à 
tous les ensembles mesurables Et .£/«... qui sont tels que chacun contient 
tous ceux qui le suivent, est la limite inférieure de la suite m(J5?,), w(j&,)... 

En eifet C{E) est la somme des ensembles, sans point coramun, deux 
à deux, C{E,), [C{E,) - C(E,)], [C{E,) -C{E,)] . . . 

Dono 



et 



m [C {E)] =^m[C (E,)] +m[C (J5,) — C {E,)] + 
m{E)^m {E,) + [m (E,) - m {E,)] H 



n. Les elememts de l'ensemble sont les points d'un plan. 

10. Les considérations précédentes s'étendent sans peine aux ensem- 
bles doni les éléments sont les points d'un espace à plusieurs dimensions; 
nous nous bornerons au cas du pian. 

En raisonnant comme au § 2 on voit que tout ensemble borné de points 
sur une droite a une mesure superficielle nulle et que l'ensemble des points 
d'un carré ne peut avoir pour mesure. Attribuons donc arbitrairement 1 
pour mesure à un carré MNPQ. 

Les raisonnements que l'on emploie en geometrie élémentaire pour trou- 
ver l'aire d'un triangle, prouvent que la mesure de l'ensemble des points 
d'un triangle ne peut diflfórer de la moitié du produit des nombres qui me- 
surent son coté et sa hauteur, M N étant l'unite de longueur, 
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La mesure d'un triangle étant aìnsi définie, il faut démontrer que la 
mesure d'un triangle, somme de triangles n^empiétant pas les une sur les 
autreSy est la somme des mesures de ces triangles. 

Les raisonnements exposés par M/ Hadamard dans la note D de sa 
Geometrie élémentaire prouvent qu'il en est bien ainsi si les triangles com- 
posants sont en nombre fini. Le cas où ils sont en nombre infini se traite 
par un raisonnement semblable à celui qui nous a été utile dans le cas des 
ensembles de points sur une droite (Borel, Théorie des fonctions^ page 42). 
11. Nous pouvons maintenant donner les définitions analogues à celles 
du § 3. 

La mesure extérieure m^{E) d'un ensemble E est la limite inférieure 
de la somme des mesures des triangles (en nombre fini ou infini) dans les- 
quels on peut enferraer les points de E. 

E étant intérieur à un triangle A B C, par définition 

CjBc{E) = {ABC)-E. 
La mesure intérìeure de E sera, par définition 

m, {E) = m{ABC)-me [C^bc {E)]. 

Un ensemble pour lequel les deux uombres ainsi définis sont égaux sera 
dit mesurable, et la valeur commune de ces nombres sera sa mesure. 

On démontre comme au § 4 que le problème de la mesure est possible 
et n'admet qu'une solution quand on se borne aux ensembles mesurables; et 
que les deux procédés du § 5 appliqués à des ensembles mesurables donnent 
des ensembles mesurables. Ces deux procédés, appliqués un nombre fini de 
fois à des ensembles dont chacun est forme des points d'un triangle, donnent 
les ensembles plans que nous appellerons, ainsi que leurs complémentaires, 
ensembles mesurables {B). 

Soit un ensemble ouvert £*, chacun de ses points M est intérieur à E. 
Nous pouvons donc à M faire correspondre un carré ayant M pour centre, 
de còtés parallòles à des directions rectangulaires données, et défini comme 
étant le plus grand dont tous les points intérieurs sont intérieurs à E. E étant 
Romme de ceux de ces carrés qui correspondent aux points dont les deux 
coordonnées sont rationnelles, est mesurable (B). 

Le complémentaire d'un ensemble ferme est un ensemble Quvert, donc 
tout ensemble ferme est mesurable {B}. 
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On definirà les étendues extérieure et intérieure d'un ensemble comme 
dans le cas de la droite, une division de la portion de droite contenant l'en- 
semble en un nombre fini de segments étant remplacée par une division en 
un nombre fini de carrés de la portion de pian contenant l'ensemble. De là la 
notion d'ensemble mesurable (J). 

Tous ces ensembles et tous ces nombres ont entre eux les mèmes rap- 
ports que les ensembles et les nombres de mémes noms reneontrés précédem- 
ment. 



III. Le pbobleue deb àires (*). 

12. On sait que l'on appello courbe piane l'ensemble dea deux èqua- 
tìons 

• x = fit), y = ?(0, (1) 

f et (f étant continues dans l'intervallo (a, b) fini où elles sont définies. A 
chaque valeur de t on peut faire correspondre le point dont les coordonnées 
sont les valeurs correspondantes de x et y. Une courbe définit dono un en- 
semble de points, cet ensemble est parfait (**j. Un point est dit multiple s'il 
correspond à plusieurs valeurs de t. Dans le cas d'une courbe sans point 
multiple la connaissance de l'ensemble des points de la courbe sufiìt à la 
definir, car on ne considero pas comme diflférentes la courbe (1) et celles qu'on 
en déduit en remplagant t par une fonction 6{t) toujours croissante ou tou- 
jours décroissante. 

Une courbe est dite fermée sans point multiple si elle n'a d'autre point 
multiple qu'un point doublé correspondant à < = a et < = è. On considero 
cotte courbe comme définie par l'ensemble de ses points. Une telle courbe 
étant donnée, on sait qu'elle divise le pian en deux régions l'une intérieure, 
l'autre extérieure (***). 

Nous appellerons domaine l'ensemble des points à Tintérieur d'une courbe 
fermée C sans point multiple. C est la frontière du domaine, lequel est un 



(*) Jordan, Tomo I. — J. Hadamard, Geometrie Elétnentaire. 
(**) Il n'en serait paa ainsì si, comme cela se présente souvent en mécanique, Tin* 
tervalle (a, b) était inflni. 

(***) Jordan, Cours (fAnalyse, 2*me Edition, Tome I, pages 90 à 100. 
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ensemble ouvert. Nòus dirons qu'un domaine D est fiorame des domaines 
D,, Z),,... en nombre fini ou non, si tout point de D appartieni à un et un 
Seul des Z), , ou bien à Tune au raoins des frontières des D, . 

13. Nous nous proposons d'attacher à chaque domaine un nomhre pO' 
sitif que nous appellerons son aire et satisfaisant aux conditions suivantes : 
l.^ Deux domaines égaux ont méme aire. 

2.^ L'aire d'un domaine somme d^un nomhre fini ou infini d'autres 
domaines est la somme des cfires de ces domaines. 

C'est le problhne des aires. 

Si ce problème est possible, il Test d'une infinite de manières et l'on peut 
attribuer arbitrairement 1 pour aire à un carré M N P Q. Les raisonne- 
ments connus de la geometrie élémcntaire prouvent que Taire d'un rectangle 
ne peut différer du produit des longueurs de ses còtés, MN étant l'unite de 
longueur, c'est-à-dire de la mesure superficielle du rectangle. 

Un domaine étant un ensemble ouvert est, corame nous l'avons vu, somme 
d'une infinite dénombrable de rectangles, dont on peut supposer qu'ils n'em- 
piètent pas les uns sur les autres; donc son aire ne peut diflférer de la somme 
des aires de ces rectangles, c'est-à-dire de la mesure superficielle du domaine 
considéré corame ensemble de points. 

Soient maintenant deux domaines Pi et Z)« sans point commun, ayant 
en comraun un are de frontière a ,^, et un seul. Le domaine D — somme de 
l'ensemble des points de D, , de l'ensemble des points de D,, de l'ensemble 
des points de a j3 (autres que a et jS), — a pour mesure la somme des me* 
sures de ces trois ensembles, qui sont tous trois mesurables puisque les deux 
premiers sont ouverts et que le troisième est parfait, aux points a et /3 près. 
Pour que la 2*°*® condition du problème des aires soit remplie il faut donc 
que la mesure superficielle de l'are a/3 soit nulle. 

Le problème des aires n^est donc possible que si Von ne considère que 
les domaines dont la frontière est de mesure superficielle nulle. 

Nous appellerons ces domaines domaines quarrables et les courbes dont 
la mesure superficielle est nulle courbes quarrables. 

Soit un domaine quarrable D, somme des domaines quarrables Z)|, Df,... 
L'ensemble des points de D contient la somrae des enserables sans point com- 
raun deux à deux DiDt... et corarae aucun des P, n'a une mesure nulle 
ils forment au plus une infinite dénombrable. Les frontières ont une mesure 
superficielle nulle, on peut les negliger dans le calcul de la mesure ou aìre 
de Z). 
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Le problème des aires est dono possible pour les domaines quarrables 
et il n'admet qu^une seule solution, si Von fixe Vunité d^aire. 

14. Nous allons supposer maintenant que la 2^"*® condition du pro- 
blème des aires est ainsi modifiée : 

Vaire d*un domaine somme de deux autres est la somme des aires de 
ces deux autres (*). 

En reprenant des raisonnements déjà employés on verrà que l'aire d'un 
domaine D est comprise entre les étendues intérieure et extérieure de ce do- 
maine. De sorte que Taire d'un domaine quarrable est encore bien déterminée. 

L'aire d'un domaine D non quarrable, limite par une courbe non quar- 
rable C est comprise entre les nombres m (D) et m (D) -}- m (C) (**). 

Montrons que le problème des aires ainsi pose est indéterminé pour les 
domaines non quarrables. Nous nous appuierons sur cette propriété : lorsque 
deux domaines D, , 2), ont en commun un are de frontière a j3, on peut trouver 
un domaine Z) contenant a Q (sans peut-ètre « et /3) et tei que, ou bien tout 
point de D intérieur à D» est intérieur à D, et inversement, ou bien tout 
point de D intérieur à Di n'appartient pas à 2), et inversement (***). Dans 

I 

le premier cas nous dirons que D» et 2), sont du méme coté de a j3 et dans 
le second qu'ils sont de cótés différents. 

Soit un are de courbe « /3, sans point multiple et non quarrable, suppo- 
sons qu'il fasse partie de la frontière d'un domaine A. &oit maintenant un 
domaine quelconque D limite par une courbe C C et « /3 peuvent avoir des 
arcs en commun (nous négligeons les points communs, s'il en existe, ne fai- 
sant pas partie de tels arcs). Soit E l'ensemble de ceux de ces arcs le long 
desquels 2) et A sont d'un mème coté de a jS et Ex l'ensemble des arcs pour 
lesquels cela n'est pas. Choisissons arbitrairement, une fois pour toutes, un 



(*) Cast ainsi que M.*" Hadamard pose le problème des aires pour les polygones. (Géo'- 
métrie Elémentairej Note B.) 

(••) Il existe des courbes non quarrables puisqu'il existe des courbes passant par 
tous les points d'un carré. Pour forraer une courbe non quarrable, sans point multiple 
il sufflt de modifìer légèrement la móthode qu'emploie M.' Hilbert pour definir une courbe 
passant par tous les points d'un carré (Mathematische Annalen^ Bd. 38 ou Picard, Traité 
cTAnalyse, 2.* Edition, Tome I). On remplacera chacun des carrés qui figure dans la dé- 
finition de M.' Hilbert par un poljgone intérieur à ce carré, d'aire assez grande, choisi 
de facon que les frontières de deux de ces polygones n'aient en commun que le soromet, 
s'il existe, par lequel la courbe passe de l'un dans l'autre. 
(••*) La dómonstration n'offre aucune difficulté. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo VII. 33 
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Les deux sommes s ei S sont évidemment des valeurs approchées dee 
étendues intérieure et extérieure de E et par suite s et S ont des limites bien 
déterminées: ces étendues. Ainsi, au point de vue géométrique, Texistence des 
intégrales par défaut et par excès est une conséquence de l'existence des 
étendues intérieure et extérieure d'un ensemble borné. — Pour que la fonc- 
tion f soit intégrable il faut et il suffit que E soit mesurable (J); la mesure 
de E est l'intégrale. 

Si la fonction f est de signe quelconque, nous lui faisons correspondre 
l'ensemble E des points dont les coordonnées vérifient les troie inégalités 



a^x^b xf{x)^0 O^y'^fix). 

L'ensemble E est somme de deux ensembles Et et Et formés des points 
à ordonnées positives pour £/, et négatives pour Et (*). L' intégrale [)ar dé- 
faut est l'étendue intérieure de £, moins l'étendue extérieure de Et] l'inté- 
grale par excès est l'étendue extérieure de J?, moins l'étendue intérieure de 
Ef. Sì E est mesurable (J) (auquel cas E^ et Et le sont) la fonction est 
intégrable, l'intégrale étant m{E^) — m (jE,). 

17. Ces résultats suggèrent immédiatement la généralisation suivante: 
si l'ensemble E est mesurable, (auquel cas Et et Et le sont) nous appellerons 
intégrale définie de /j prise entre a et fc, la quantité 

m {E,) - m {Et). 

Les fonctions f correspondantes seront dites sommables. 
Relativement aux fonctions non sommables, s'il en existe, nous définirons 
les intégrales inférieure et supérieure comme égales à 

mi {E, ) - m, (Et) m, (E,) - mi {Et). 

Ces deux nombres sont compris entre les intégrales par défaut et par 
excès. 

18. Nous allons definir analytiquement les fonctions sommables. 
Puisque E est mesurable il est contenu dans un ensemble E' et contieni 

un ensemble E'\ E' et J5" étant mesurables {B) et de mesure m{E\ § 7. 
D'ailleurs les raisonnements qui nous ont donne ce résultat prouvent que l'on 
peut supposer E' et E'' formés de segments parallèles à Oy et ayant leurs 
pieds sur Oo;, c'est-à-dire correspondant à deux fonctions /» et ft {fi^ft). 



(^) Il importe péu de consìdérer les points de l'axe des x cornine faisant partie de E^ 
ou de E^. 
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Soient ej e\ e" les ensembles formós de ceux des points de Ej E\ E" 
dont les ordonnées sont plus grandes qu'un nombre donne ?w>0; e^ e\ e' 
sont mesurables et de mèine ineeure. Soient 5, s\ s' les sections de ces en- 
sembles par la droite y = m 4- '*; s' et s" sont mesurables {B) linóairement, et 
f/j («'), m{s") ne décroissent pas quand h tend vers zero; soient S', S" leurs 
limites. Montrons qu'elles sont égales. — En effet, s'il en était autrement 
pour h assez petit on aurait toujours 

m (s') ^ m (s") -f e. 
Et Fon peut trouver h^ et A, , h^<iht^ assez petits pour que 

m [s (/!,)] ^ ni [s' {ìu)] ^ m [s' (A,)] + ~ • 

Soient e\j e\ les points de e' et e' compris entro y^=hi et y = hf 
on a : 

m (e'i) ^ ( A, — A,) . 7» [s' (A,)] 

w {e\) ^ (A, — A,) . m [s" (A,)]. 



Dono 



m{e\)^m{e\)-\^{h,-h,)j 



ce qui est impossible car e't et ^'\ doivent avoir la mème mesure. 

Dono s' et s" ont mème mesure linéaire et par suite s est mesurable ; 
c'est-à-dire que V ensemble des valeurs de x pour lesquelles f{x) est supé- 
rteure ò m > est mesurable. De mème V ensemble des valeurs de x pour les- 
quelles f{x) est inférieure à m<0 est mesurable. 

De là resulto que l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles f{x) est in- 
férieure ou égale à m > (supérieure ou égale à yn < 0) est mesurable ; dono 
que l'ensemble des points pour lesquels on a soit a^/'(x)>fc>0, soit 
0>c>/'(a;) ^rf, soit e^f(x)^g{eg<iO) est mesurable; et en faisant 
tendre b vers a, ou d vers r, ou e et g vers ou voit que l'ensemble des 
points pour lesquels y a une valeur donnée est mesurable. En résumé, sans 
qu'il soit nécessaire de s'occuper des signes de a et 6, si f est sommable, 
l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles on a : 

est mesurable, • • 
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19. Récìproquemeiit : si quels que soient a et b V ensemble des valeurs 
de X pour lesquelles on a a^f{x)'^b est tnesurable, et si la fonction f{x) 
est bornée, elle est sommable. 

En cffet, divisone rintervalle de variation de f(x)\ soient Uoj Oi^ a^^... Cn 
Ics points de division, Soit ^,(t = 0, 1,... n) l'ensemble des valeurs de x pour 
lesquelles fi^x) = ai . 

Soit ^',({ = 0, 1, 2,...n — 1) l'ensemble des valeurs de x pour lesquel- 
les ai<f(xXai+^, 

Les points de l'ensemble E attaché à f (x)^ corrcspondant aux valeurs 
de X qui appartiennent à ei forment un ensemble mesurable dans le pian et 
de mesure \ai\ . mi (^j), {mi {ei) désignant une mesure linéaire). 

Les points de E qui correspondeut à ceux de e'i forment un ensemble 
contenant un ensemble mesurable de mesure , ai ! . mi (e «), et coutenu dans 
un ensemble mesurable de mesure \ai^i\mi(e'i). 

E contient donc un ensemble de mesure 

n n 

2 1 «t i m (ei) + 21 i «t-i ! m {ei) 
et est contenu dans un ensemble de mesure 

n n 

i I a< I wj (e<) + 2 I o« l 'Wj {e'i). 

U 1 

• 

Ces deux mesures diffèrent de moins de {On — do) « en appelant a le 
maximum de ai — Ui^tj donc on peut les rendre aussi voisines que l'on veut 
et E est mesurable, donc f sommable. 

De plus on sait calculer la mesure de E\ donc, si f est positive Vinté^ 
graie est la limite commune des deux sommes 

H n n n 

(7 = V ai mi {ei) + 2 ^<-» • ^^^i i^'i) i 2 =» 2 «»* ^^i (^») + 2 ^< ^'^^ (^'0 

lorsque ai^^ — ai tend vers zèro. 

Or si f n'est pas toujours positive la limite de la somme de ceux des 
termes de ? ou 2 qui sont positifs donne la mesure de l'ensemble que nous 
avons appelé Ei § 16, et la limite de la somme des termes négatìfs donne 
— m {Ei)j donc dans tous les cas 7 et I définissent Vintégrale. 

20. Il n'est peut-étre pas inutile de montrer que des raisonnements 
analytiques auraient pu nous conduire à la considération des fonctions som* 
mables et de ce que nous venons d'appeler leurs intégrales. 
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Soit une fonction continue toujours croissante f{x) définie entre « et 3 
(a</3) et variant entre a et 6 (a<6). Prenons arbitrairement pour x les 
valeurs 

:ri «r a < .r, < ir . . . . < iTn = i3 

auxquelles correspondent pour f{x) les valeurs 

L'intégrale définie, au sens ordinaire du mot, est la limite commune des 

deux sommes 

Il 11 

^ (a^i — Xi i) ai -t 2i (^t — ir,-,) a,- 

quand le maximum de Xi — x,-, tend vers zèro. 

Mais Xi est donne si a,- Test, et Xi — Xi-^ tend vers zero si a,- — a,-. ., 
tend vers zèro. Dono pour definir Vintégrale d'une fonction continue crois- 
sante f{x) on peut se donner les a,-, c'est-à-dire la division de V intervalle 
de variation de f{x)^ au lieu de se donner les x,-, c'est-à-dire la division de 
V intervalle de variation de x. 

En cherchant à opérer de mème, d'abord dans le cas simple des fonc- 
tions continues variables dans tout intervalle, et n'ayant qu'un nombre fini 
de maxima et minima, puis dans le cas d'une fonction continue quelconque 
on est facilement conduit à cette propriété. Soit une fonction continue f(x) 
définie dans (a, /3) et variant entre a et 6, (a < 6). Choieissons arbitraire- 
ment 

a = Co < a, < flf« • • • < fl^n = ^ ; 

f{x)^ai pour les points d'un ensemble ferme ^,-,(t=rO, l...n); a,</'(rr)<ai-f, 
pour les points d'un ensemble, somme d'intervalles, e'i, (« = 0, 1, 2..., n — 1); 
les ensembles e,- et e'i sont mesurables. 
Les deux quantités 

n n n n 

c7 = y «t w i^i) + 2 ^» ^ (^ «)' 2 = 2i «t* w i^i) + 21 «I f i »w (^'i) 

1 U 1 

tendent vers f{x)dx quand le nombre des a,* augmente de facon que le 

' a 

maximum de a» — a,-, tende vers zèro. 

Cette propriété obtenue, on peut la prendre pour définition de l'intégrale 
de f(x). Mais les deux quantités <? et 2 ont un sens pour d'autres fonctions 
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que les fonctions continues, ce sont les fonctions sommables. Nous allons dé- 
montrer que pour ces fonctions a et 1 ont une mème limite indépendante du 
choix des a,-; cette limite sera, par définition, Tintégrale de f{x) prise entre a et /3. 

Lorsque, entre les rr,-, on introduit de nouveaux points de division, a ne 
décroìt pas, 1 ne croìt pas, donc ^ et 2 ont des limiles. Elles sont égales, 
car 1 — 1 est au plus égal à (/3 — a) multiplié par le maximum de {ai — cr»-i). 

Soit maintenant un autre mode de division de la variation de f{x) a 
l'aide de points b{ et soient <7' et 1' les valeurs correspondantes de a et 2. 
Soient g" et 2" les valeurs correspondant au mode de division dans lequel 
on emploie à la foìs les oi et hi. Les deux séries d'inégalités 



'/ ^^ ^'' ^^ y» 



(7 ^G 

a ^(j i^2é ^2é 

prouvent que les six sommes a, a', rj'\ S, S', 2', ont la mème limite. 

L'existence de l'intégrale est donc démontrée. Si Ton adopte cette mé- 
thode d'exposition, d'ailleurs peu differente de la précédente, il n'est pas évi- 
dent que la définition de l'intégrale telle que l'a donnée Riemann n'est jamais 
en désaccord avec la précédente. Pour le démontrer nous nous appuierons sur 
ce fait : Les points de discontinuité d'une fonction intégrable forment un en- 
semble de mesure nulle (*). — Soit j (x) une fonction intégrable et soit lE 
l'ensemble des points pour lesquels on a 

a et h étant deux nombres quelconques. Les points limites de E qui ne font 
pas partie de E sont des points de discontinuité; ils forment donc un en- 
semble e de mesure nulle. E-^-e étant fermo est mesurable, e est mesurable, 
donc E l'est. Cela suffit pour qu'on en conclut que f est sommable. 

Si dans un intervalle de longueur /, le maximum de f est M et le mini- 
mum ;w, l'intégrale (au sens que nous avons donne à ce mot) est comprise entre 
l M et Im. De plus si a,, a,,... a,» sont des nombres croissants, on a: 

%/ * »• *' 

«1 (ti Uh'I «I 

(les intégrales ayant le sens que nous avons adopté). 



(*) Riemann énonce cette propriété de la fa<,'oii suivante: Pour qu'une fonction soit 
ititégrable il faut que « la somme totalo des intervalles, pour lesquels les oscillations 
sont plus grandes que «r, quel que soit 9, puisse étre rendue infiniment petite ». 
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De là resulto que l'intégrale d'une fonction sommable est comprise entre 
les intégrales par défaut et par excès, et en particulier que les deux défini- 
tions de l'intégrale concordent lorsqu'elles sont toutes deux applicablef;. 

21. L'intégrale prise entre les limites a et 6 n'a été définie que si a 
est inférieur à 6, nous complèterons la définition par l'identité 

b a 

(f(x)dx + (f{x)dx = 0. 

a b 

De là résulte que l'on a : 

he il 

\f(x)dX'\-\f{x)élx A \'\f{x)dx= \f(x)dx 



a k a 



et cela quels que soient a, b . . . l. 

Nous aurons aussi besoin de la notion d'intégrale d'une fonction f dé- 
finie seulement pour les points d'un ensemble E ("^l. Soit un segment A B 
contenant E^ définissons une fonction f comme égale à f pour les points de E 
et à pour leg points de CjbÌ^)* L'intégrale de f prise dans E est, par 
définition, l'intégrale de f prise dans A B. Il est évident que l'intégrale de f 
ainsi définie ne dépend pas du choix du segment A B contenant E. 

Si E est somme de Eij Et...j tous ces ensembles étant mesurables et 
sans point commun deux à deux, et si la fonction f est sommable dans £, 
on a : 

if{x)dx^l(f(x)dx. 

K Ei 

Remarquons encore que l'on peut definir l'intégrale inférìeure d'une fonc- 
tion f comme la limite supérieure des intégrales des fonctions ^ sommables 
non supérieures à f\ il existe une de ces fonctions f dont l'intégrale est égale 
à l'intégrale ìnférieure de f. On énoncerait une propriété analogue poor l'in- 
tégrale supérieure. 

22. Nous allons maintenant montrer que les opérations aritbmétiques 
élémentaires appliquées à des fonctions sommables donnent des fonctions som- 
mables. 



(*) On aiirait pu d'ubord déliiiir les fonctions sommables dans E^ puis leurs intégrales 
à Taide des mèmes dófinìtions que précéderament, a conditìon de faire abstraction do tous 
les points qui n'appartiennent pas à E. 
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Soient /" et 9 deux fonctions Romraables qui restent comprises entre m 
et Af. Partageons Tintervalle (m, Mj; soient les points de division 

Wo = m < w, < w, . . . < Wn = Jl/. 

Soit ei{i=*\^ 2... n) Tensemble des yaleors do x pour lesqiudles on 
a: nìi-t<Cf^iiUy soit e'i l'ensemble correspondant pour a. 

Soit eij l'ensemble des points comrauns à €{ et e'j^ pour les points de cet 
ensemble on a : 

^M ^ jy ^ij sont mesurables. 

Soient a et i deux nombres donnés. Soit E l'ensemble somme de ceux 
des eij dont tous les points sont compris entre a et b. E est mesurable. 

Augmentons indéfiniment le nombre des mg* de faQon que le maximum 

de fili — fìti^^ tende vers zero. Nous aurons une suite infinie d'ensemUes E 

dont la somme, qui est mesurable, est l'ensemble de valeurs de x pour 

lesquelles on a: 

a<f+<f<b 

dono Z^+f est sommable. 

L'intégrale de f est la somme des intégrales de f prises dans les en- 

sembles e^, dono on a: 

3 m {eij) mi ^<if{x)dx<l in {eij) nii . 

De mème 

1 m {eij) mj-i < j (f{x)dx<l m {e^) mj . 

Et, en raisonnant da mèrae pour la fonction /*+©, 

:im(e,J){mi-, + Wi-,)<j(/'+ r) ^ ^ < 2 wi ((?/,) (?w, + nij\ 
De là résulte que : 
i{f'\ (f)dx — ìf<ÌT — Udx<^m (<?,y) {lììi 4- ntj — 7H,..-, — mj.,) 

dono : 

lj(f+^r)dx=jfdx+j<fdx{*). 

(*) I/iritr.)iluctioii des notions d'intégrales infórìeure et extépieure aurait permis de 
so Ijornor à la '^^^^ partie dii raisonnément précédent. 
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Ceite propriété se généralise im mediatemeli l, de sorte que : la somme 
d'un nombre qtéelconque de fonctions sommables est une fonction sommable et 
Viniégrale est la somme des intégrales. 

On démontrera de mème que le produit de deux fonctions sommables 
est une fonction sommable; que l'inverse d'une fonction sommable f vérifiant 
Vinégalité 

0<m<\f\<M 

est une fonction sommable; que la racine m'^'"' arithmétique d'une fonc- 
tion f sommable j pour laquelle eette racine existe^ est sommable; que si f et y 
sont deux fonctions sommables, telles que f((f) ait un sens, la fonction f{(f) 
est sommable; de méme f(f est sommerte si f et f le sontj eie. 

Une propodition plus importante est la suiyante : Si une fonction f bornée 
est la limite d'une suite de fonctions f sommables, f est sommable. 

En eifet soit Ci l'ensemble des valeurs pour lesquelles f est comprise entre 
a et b. L'ensemble e des points eommuns à tous les ^;, au moins à partir 
d'une certaine valeur de i, est l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles 
f est comprise entre a et b. Or les e. étant mesurables e l'est, dono f est 
sommable. 

23. Les propositions que nous venons d'obtenir permettent de definir 
une classe importante de Tonctious sommables. 

Nous nous appuierons sur ce fait que y ^=^h et y = x sont des fonctions 
sommables; alors kx^ est sommable et tout polynome est sommable. 

Depuìs Weiebbtbass oh sait que tonte fonction continue est la limite 
d'une suite de polynomes, donc les fonctions continues sont sommables. Mais 
il existe des fonctions autres que les fonctions continues qui sont limites de 
polynomes, ce sont les fonctions qu'a étudiées M.'^ Baibe et qu'il a appelées 
fonctions de première classe. {Sur les fonctions de variables réelles^ Annali 
di Matematica, 1899.) Les fonctions de première classe sont donc sommables* 
Les limites de fonctions de première classe ou fonctions de seconde classe 
sont sommables, etc. Toutes les fonctions de l'ensemble que M/ Baibe de- 
signo par E (page 70, loc. cit.) sont sommables. 

Ces résultats nous fournissent de nombreux exemples de fonctions som- 
mables, disoontinues et non intégrables (au sens de Biemann). On peut d'ail- 
leurs obtenir de tels exemples de la fagon suìvante. — Le raisonnement qui 
nous a permis au paragraphe 20 de démontrer que tonte fonction intégrable 
est sommable prouve que : Si, en faisant abstraction d'un ensemble (}e mesi^re 
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nulle, il reste un ensemble en ohaque point ckiquel une fonction est continue, 
cette fonction est sommable. Donc sì /^ et f sont deux fonctions continues; 
la fonction F, définie comme égale à f sauf aux points d'un ensemble E de 
mesure nulle, pour lesquels on a 

est sommable. Or sì ^ n'est jamais nulle et si E est dense dans tout inter- 
valle, tous les points sont points de discontinuité pour F qui n'est donc pas 
intégrable (au sens de Riemanv). 

Ce procède nous permet de construire des fonctions sommables formant 
un ensemble dont. la puissance esl égale à celle de l'ensemble des fonctions. 
24. La méthode géométrique qui nous a seryie au début de ce cha- 
pitre, étant basce sur la notion de mesure d'un ensemble borné, ne s'appli- 
quait qu'aux fonctions bornées (*). Au contraire la méthode analytique in- 
diquée au § 20 s'applique presque sans modification à des fonctions non li- 
mitées supérieurement en valeur absolue. 

Une fonction sef'a dite sommable si, quels que soient a et ò, l'ensemble 
des valeurs de x pour lesquelles on a 

a<f{x)<b 

est mesurable. Nous distinguerons les fonctions sommables bornées, celles dont 
nous nous sommes occupés, jusqu'à présent, et les fonctions sommables non 
bornées. 

Soit f{x) une fonction sommable. Choisissons des nombres 

. . . < m-, < in-i < mo < mi < m, < . . . 

variant depuis — oo jusqu'à + oo et tels que m,- — i»/-, soit limite supé- 
rieurement en valeur absolue. Soit toujours e^ Tensemble des valeurs de x 
pour lesquelles f{x) égale m,- et e'i l'ensemble des valeurs de x pour les- 
quelles 

Considérons les deux sommes 

(7 = S m, . m {Bì) + ^ w, . m (e',), 2 = S m,- . w (^,) + 2 w^ n m (e'i) 

dans lesquelles les signes 2Ì représentent des sommes de deux séries l'une & 



» . t 



(*) Il n^ aurait d'aiiieurs aucune difficulté à poser le problème de la mesure dèe 
ensembles de points pour tous les ensembles, bornés ou non, . . ^ 
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termes positifs, l'autre à termes négatìfs. Ces séries peuvent étre convergente^ 
ou divergentes; si celles qui figurent dans a sont convergentes, c'est-à-dire 
8Ì (7 a un sens, ^ a un sens et inversement; et il en est de mème quels que 
Hoient les m,- choisis. 

En raisonnant comme au paragraphe 20 on verrà que les deux sommes a 
et 2 tendent vers la mème limite, indépendaute des m, choisis, quand on aug- 
inente le nonibre des m, de faQon que le maximum de m, — mj-i tende vers 
zéro.r- Cette limite est l'intégrale. 

Ayec cette extension du sens des mots fonction sommable ei intégrale^ 
tous les énoncés donnés précédemment restent exacts (*j. Mais il fàut sé rap- 
peler qu'une fonction sommable non bornée n'a pas nécessairement une in^^ 
tégrale (*♦). 

25. Le calcul de l'intégrale d'une fonction donneo présente les mémes 
difficultés que le calcul de la mesure d'un ensemble donne. 

La plupart des fonctions discoutinues que l'on a considérées jusqu'à pré- 
sent en Analyse étaient définies à l'aide de séries, il y a dono intérét à cour 
naitre le théorème suivant. 

Si une suite de fonctions sommahleSy ayant des intégrales /*, , /i, /"s... 
a une limite f et si \f—fn\ reste ^ quel que soit w, inférieure à un nombre 
fixe M^ f a une intégrale qui est la limite des intégrales de^ fonctions /ii(***). 

En eiFet on a: 

f-fn + if-fn). ,; 

■ • ■ • - • • . 

Les deux fonctions du second membro ayant dés intégrales il en est 
de mème de f et l'intégrale de f est la somme des intégft*ales de fn et f—fn. 
Cherchons une limite supérieure de cette seconde intégrale. 

Choisissons arbitrairement un nombre positif ^. Soit en l'ensemble des 
valeurs de x ppur lesquelles on n'a pas, pour tonte .y.aleur positive ou nulle 



(*) Le premier des énoncés du § 22 demanda cependant quelques explications. Si / 
et ff ^ont sommables /* -f- 9 l'est et Fon a bien f (f + f) - f f + f ^ ^'^ f f ^t /^«p ont un sens ; 
mais /f/" 4- ^) peut avoir un sens sans qu*il en soit de mème de ff et de / 9. 

(•*) il resterait à examiner le cas où f devient infinie pour certaines valéurè da, ài. 
Si ces valeurs sont en nombre fini il suffit^de definir rinterrale en faisant ubstractioa detì 
valeurs qui rendent f infinie, pour que les énoncés ordinaires ne soient pas changcs. 

(***) Le cas particulier le plus intéressant de co théorème, colui où f et les fi sont 
des fonctions continues, a déjà été obtenu, à l^aide de considérations toutes difierentes par 
M/ OsaooD di^ns son Mcmoire sur la converjence non uniforme {Ameì'ican Journal^ 1894). 
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àe p 

f— fnvp I <^> 

en est mesurable. 

Soìt E l'ensemble mesurable dans lequel on prenci les intégrales^ on a: 

^{f-fn)dx\:^M.m{en)^'i[m{E)-yn{en)V 

Or cbaque ensemble Cn eontient tous les ensembles dont les indices soni 
plus grands et il n'existe aucun point commun h, la fois à tous les fn. Dono 

m {fin) tend vers zèro avec - et par suite il en de méme de 

\\{f-fn)dx\. 

Lorsque f est bornée la proposition peut s'énoncer ainsi: Lorsqu'une 
suite fiff... de fonctions sommnbles, liniitées supérieurement en valeur ab- 
solue dans leur ensemble, a une lìmite f l'intégrale de f est la limite dea 
intégrales des fonetions fn. 

Yoici une autre forme de l'énonoé reiatif au cas general : 

Lorsque Vensemble des restes d'une sèrie convergente de fonetions ayofii 
des intégrales est limite supérieurement en valeur absolue, la sèrie est inté^ 
grahle terme à terme. 

Gomme cas très particulier on a le théorème sur Tintégration des séries 
UQÌformément convergentes. 



\ 



IL InTBOBALES JNDEFIKIES et FONCTIOKB PRIMITITES 
DES FONGTIOUS d'uNE YARIABLE. 



26. On appelle intégrale indéfinie d'une fonetion f(x)j ayant une itì- 
tégrale définie dans un intervalle (^, /3), une fonetion F (x) définie dana («, j3) 
et ielle que, quels que soient a et 6 compris entre a et /3, on ait: 
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De cette é^alité on tire : 



F.{x) = (f{x)dx-]-F(a). 



a 



Donc tonte fonetion nyant une intégrale définie admet une infinite d'in- 
tegrales indéfinies qui ne diffèrent que par une constante F{a}^ 

UiMé^ale indéfinie €st une fonetion continue (*>, cekt eet évident si la 
fonetion f(x) est bornée. Pour le démontrer dans le cas general reprenons les 
notations du paragraphe 24; a étant arbitrairement choisi il faut démontrer 
que dès que h est inférieur en yalenr absolue à nne certaine quantité on a : 



a 



Nous allons^ pour simplifier, supposer h positif. 

Il existe an plus une infinite dénombrable de nombres m, tels que les 
ensemble» e^ correspondants aient une mesurc non nulle, on pourra donc sup- 
poser que les ni; n'ont pas été pris parmi ces valeurs exceptionnelles, c'est- 
à-dire que nous ferons vì {«;) = 0, ce qui simplrfie les sommes ^ et 2. 

Alors si l'on suppose »;io = (**), on peut écrire 

jy (re) rf rr « lim j I m;+. m le, {h)\ + "fm^ m le, (À)| j 



a 



en désignant par e'i (//) la porticm de e\- comprise entre a et a -j- //. Consi- 
dérons un système fixe de nombres W/. Les deux séries du second membre 
ne varieront que si h varie et l'on peut supposer h assez petit pour que la 
valeur absolue d'un nombre fini quelconque de terraes du séòond membre 
soit aussi petite que l'on veut. Donc on peut prendre /* assez petit que les 
deux séries du second membre, qui sont l'une à termes posltifs, Fautre à 
termes négatifs, soiont aussi petites que Ton veut en valeur absolue. 



(*) On peut aussi sg'outér qu^elle a une variation bornóe; cette variation étant au plus 
égale k f\f(x)\dx. La déraonstration est la méme que celle qu'emploie M/ Jordan, Cours 
d'Afialyse § 81. Cecì oxpHque les rèsultats obtenus plus loin (§§ 30, 31, 32). 

(**) Alors Cq ne sera peut-étre pas de mesure nulle, mais cela n*a pas d'impoptance 
pour la suite. 
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Mais pour passer à la limite il faut, entre les m; choisis, introduire de 
nouveaux nombres; cette opération fait dimìnaer, en valeur absolue, les deax 

aéries du second membre; dono il est bien démontré qae | f{x)dx peat étre 

rendae aussi petite qde Ton yeat. L' intégrale indéfinie eat donc bien une fonc- 
tion continue. 

27. Si Jlf et m sont les maximum et minimum de f{x) dans (a, a-^h) 
on a: 

mh<{f{:x)dx<Mh 
d'où 

h 

donc pour x = a^ si f{x) est continue en ce point, F ix) a une dérirée 
égale à f{Q). 

Si f{x) est continue pour toute valeur de r, F{x) est Fune quelconque 
des fonctions qui admettent pour dériyée /(ir), c/est-à-dire Fune des fonetions 
primitives de f{x). 

Ainsi dans le cas des fonctions continues il v a identité entre la recher- 
che des fonctions primitives et la recherche des intégrales indéfinies d'une 
fonction donnée. Ce résultat bien connu est eneore vrai lorsqu'il s'agit d'une 
fonction dérivée intégrable au sens de Riemahn (^). Mais il existe des fonctions 
dérivées qui ne sont pas intégrables au sen? de Riemasn (^^;; une de ces 
fonctions étaut donnée on ne peut pas calculer ses fonctions primitives à Faide 
de l'integration, au sens de Riemahn. 

Nous allons voir que toute fonction dérivée bornée admet une intégrale 
indéfinie qui est une de ses fonctions primitives; nous saurons donc calculer 
la fonction primitive, si elle existe, d'une fonction bornée donnée. 

Relativement aux fonctions dérivées non bornées, nous démontrerons que 
si elles admettent des intégrales il y a identité entre leurs fonctions primi- 
tives et leurs intégrales indéfinies. 



(*) Voir Dauhoux, Mèuioire sur les fotìctioas discanUnues. 
(**) M/ VoLTGKiiA a le premier donne eflTectivement un exemple de ces fonctions {Oior' 
naie de Hattayliiù^ t. XIX, 1881). Get dxemple est reproduit plus loin. 
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28. La dérivée d'une fonction f{x) est la limite quand h tend vera 
zèro de l'expression : 

1 = ? f ^) 

laquelle, h étant fixe, représente une fonction continue; donc la dérivée est 
limite de fonctions continues, elle est sommable. 

Supposons que la dérivée f soit toujours inférieure en valeur absolue 
à M. En vertu du théorème des accroissements finis ^ {x) = /" (x + 6 h\ donc 
les fonctions f{x) sont bornées dans leur ensemble et par suite l'on a (§ 25): 

b h x+h 

ìfTdx=^\ìm ì(f{x)dx'=\VìV[ì , f{x)dx 



a a 

dono 

b 



j 



f'xdx^f{h)-fia). 



a 



Tonte fonction dérivée bornée admet comme intégrales indéfìnies ses fonc- 
iions primitives; ce résultat est encore vrai s'il s'agit de dérivée à droite, 
ou à gauche bornée; ou d'une limite vers laquelle tend (f{x) pour certaines 
valeurs de h tendant vers zèro. 

29. Pour appliquer ce qui précède, nous allons rechercher s'il existe 
des fonctions primitives pour la fonction définie de la manière suivante : 

Soit un ensemble E ferme non dense dans tonte portion de (0, 1) et de 
mesure non nulle. Soient (a, 6) un intervalle contigu à E (*) et e le milieu 
de cet intervalle. La fonction 

o(x — a) = 2 (a: — fi) sin - cos 

s'annule une infinite de fois entro a et e; soit a + d \^. point le plus voisin 
de Cj entro a et c^ pour lequel elle est nulle. 

La fonctipn f{x) dont nous allons nous occupev est nulle pour tous les 
points de E\ dans ehaque intervalle (a, b) contigu à E^ elle est égale à 
y (a: — a) entre a et a + rf, nulle entre a + ^ ^t b — d^ égale à — ^ {6 — a;) 
entro b — d et b. 



(*) 0*est-à-dipe un intervalle ne contenant pas de points de E et dont les extrémités 
soni points de E, — Cette expression est de M/ Baire. 
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Cette fonction est continue dans chaque intervalle contigu à JE, discon- 
tinue pour tous les points de E qui sont des points de discontinuité de se- 
conde espèce. 

De plus f{x) est toujours comprise entre — 3 et +3. Pour que f(x) 
admette une fonction primitive, il faut d'abord qu'elle admette une intégrale 
définie dans l'intervalle (0, 1). Cette intégrale, si elle existe, est égale à Tin- 
tégrale prise dans E plus l'intégrale prise dans C{E\ à supposer qu'elles 
existent. Or l'intégrale dans E existe et est nulle; l'intégrale dans C(E) existe 
aussi, car elle est la somme des intégrales prises dans les intervalles contigus 
à Ej lesquelles sont nulles. 

D'après cela la fonction F {x) nulle pour les points de JS?, et définie dans 
tout intervalle (a, b) contigu à E par les égalités 

F (x) = (re — aV sin — - entre a et a + rf 
F (x) = d* sin - ontre a + d ot b — d 

F {x) ^^ij) — xy sin y-~ - entre b— d et b 

est ('gale hìf{x)dx. 

Dono si f(x) a des fonctions primitives, F{x) est l'une d'elles. 
Pour tous les points où f{x) est continue, c'est-à-dire pour tous les points 
de C{E\ on a évidemment 

F- (X) = fix). 

Soit a un point de E; si a est extrémité d'un intervalle contigu à JP, 
situé à droite de a, F (x) a évidemment une dérivée à droite nulle. Supposons 
qu'à droite de a se trouve une infinite de points de Ej ayant a pour point 
limite. Soient a, un de ces points, pour x supérieur à «; le rapport 



, , F(x) — F(a) 



X — a 
rat on valeur absohie inférieur à 

. X — a 
donc tend vers zèro quand x tend vers a. 
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£n tous les points de E^ F{x) a donc une dérivée à droite nulle, un 
yerrait de niéroe qu'elle a une dérivée à gauche nulle, et par suite pour tuute 
valeur de x comprise entre et 1 on a : 

La fonction f(x) est donc une fonction dérivée; elle n'est pas intégrable 
(au sens de Riemann) puisque l'ensemble de ses points de discontinuità a une 
mesure non nulle. 

Cet exemple de fonction drrivée non intégrable au sens de Riemaniì est 
dù à M/ Volterra, Giornale de Battagliniy tome XIX (*). 

30. Les fonctions primitives que nous venons de trouver sont àr va- 
riation bornée (**j. Nous allons démontrer que : la condition nécessaire et 
suffisante pour que l'intégrale de la dérivée (bornée ou non) d'une fonction 
dérivable existe est que cette fonction soit à variation bornée. S'il en est 
ainsij la fonction est Vune des intégrales indéfinies de sa dérivée. 

Puiwque f (x) est sommable, pour recbercber son intégrale opérons comme 
au paragraphe 24. Nous supposerons tous les e, de mesure nulle et de plus 
nto = 0, ce qui est possible si, au lieu de raisonner sur la fonction donnée 
f(x)^ on raisonne sur jf(ic)+ Kx^ K ayant été convenablement choisi. 

A chaque point ar© de e',, on peut faire correspondre un intervalle (a, /3) 
tei que si l'on a : 

on ait aussi 

' a — a 

Nous définirons (a, ^) comme étant le plus grand intervalle possible de 
longueur au plus cgale à un nombre donne a et ayant x^ pour milieu. 

Si Mi — m,-, est toujours inférieur à >?, {b — a)r (a, b) est à vì{b — a) 
près égal à f {x^){b — a). 



(*) Dos sóri<3s uiiitormòinont coiivergontos, «lont los tormes sont dos fonctions analo- 
guos à colle quo nous venons do conaidóror, permottent à M/ Volterra de donncr des 
cxeinplos de fonctions dcriyccs qui no sont inté^rables dans aucun intervallo. 

L'intéj^ration termo à termo do ces sóries nous donnera los fonctions primitives. 

^**) Nous nous servirons ici do quelquos unos des propriétés do ces fonctions (Voir 
Jordan, Comptes Rendiis de rA^adétnio des Sciences 1881 et Cours d!Andlyse 2*«"« Edi- 
tion, tomo \), La plupart de cos propriétés sont reprisos dans le chapitre suivant, de 
st)rtc quo los paragraplios *)0 à 35 pourraicnt ótre mis dans ce chapitre. L'ordre adopté 
dans le toxto pormet do réunir tout ce (|ui a trait à \^ rocherche 4es fonctions primitives, 
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Soit Ei (a) l'ensemble sorauie des intervalles qui correspondent aux poinls 
de e'i . Ei (?) peut étre considerò comme une somme d'intervalleB n'empiétant 
pas les uns sur les autres; si (a^ b) est l'un de ces intervalles et si Ton a: 



a 



^<6, 



on a aussi 



wi,<r(<x, /5)<m,+, 



pourvu que, entre « et /3, se trouve au moius un point de e'i . 

Ef (7) contient e'i . Faisons tendre a vers zèro et soit x^ un point appar- 
tenant à une infinite d*ensembles Ei(a]. f (Xo) est la limite des yaleurs de 

■ 

r(a,-j3) relatives aux intervalles des Ei{a) qui contieunent x^j dooc x^ est 
point de e,^ de e, ou de ^,+1 . Par suite l'ensemble £.-, forme des poiots com- 
muns à une infinite de Ei{a) relatifs à des valeurs de a tendant vers zèro, 
contient e'i et des points de 6, -|~ ^«+1 , il a dono mème mesui'e que e'i . De 
plus comme cbaque Ei (7) contient les ensembles relatifs aux valeurs plus pe- 
tites de 9, m(Ei) est la limite de tn [Ei {a)]. On peut dono choisir les nombres 

de manière que la somme D soit aussi petite que l'on veut, 

D = '^\mi\.{m[Ei (a,)] - m {Ei)] . 

Ceci pose, remarquons que ìf'dx et j \f'\dx existent en mème temps 

de sorte que ìf dx existe si la serie 

+00 +00 

—00 —00 

est convergente, c'est-à-dire s'il en est de mème pour 

V='Z\m!\.m[E,(<j,)]. 



—00 



On peut toujours, parmi les intervalles formant les Ei (p,)^ en choisir un 
nombre fini de manière que la contribution de ces intervalles A dans V soit 
aussi grande que l'on veut si V est divergente, et aussi près que Ton veut de 
la valeur de V si cette sèrie est convergente. Supprimons assez de ces inter- 
valles Ay sans cbanger l'ensemble somme de ces intervalles, pour qu'aucui} 
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des iutervalles conservés ne soit à l'ìntérieur d'autres iutervalles conservés. 
La contribution dans V des intervalles supprìmés est moindre quo D. 

ConsidéroDS deux intervalles empiétant l'un sur l'autre (a,, bi)y {ojy bj) 
relatifs à e^ et e'j Supposons que Pon ait 

«• < flj < bi <bj. 

Entre Uj et b, il ne peut y avoir à la fois des points de e'f et de e'j sans 
quoi r{aj-\'ej bi — e) serait à la fois compris entre w, et m,+i et entre ffìj 
et fWjM. On peut donc trouver entre aj et 6, un point e tei qu'entre a^ et e 
se trouve un point de e'i et entre e et bj un point de e'j . Alors on a : 

l/(c)-/"(ai),+ A6i)-/(c)l = (c-a,)'r(a,, e) | + (6j -c)| r(c, é,) . 

Dono le premier membro, c'est-à-dire la variation de f(x) entre a, et bj 
quand on considero la division 

a, e bjj 

est égal à la contribution dans F des deux intervalles (a,, i|), (aj, 6j) à 
moins de {bi — qj) \ nij — m, ' + >? (bj — a,) près. La quantité (6»- — aj) ' mj — tw, | 
est inférieure à la contribution dans D de l'intervalle (dj, i,). 

En continuant ainsi, on est conduit à considérer une suite de valeurs 
croissantes XoX^Xt*.. en nombre fini. La somme l\f{Xi) — f(Xi+^)\ diflfère 
de la contribution des intervalles A dans V de moins de D '\-iim (A). Or 
cette somme est inférieure à la variation totale de f{x). Donc la limite de V 

c'est-à-dire I /* I </ a? est inférieure ou au plus égale à la variation totale de 

f{x). C'est*à-dire que si f{x) est à variation bornéo | \ f \dx existe et est 

inférieure à la variation de f{x\ 

31. Siipposons que l'intégrale | \f'\dx existe. 

Eofermons les points de ei dans une infinite dénombrable d'intervalles Ai^ 
on peut choisir m{Ai) aussi petite que l'on veut. A cbaque point x^ de «, 
faisons correspondre le plus grand intervalle (a, /3) de longueur inférieure 
à ^19 ayant x^ pour milieu, tout entier à l'intérieur de Ai et tei que 

entraine 

ÌHi — f/ < r (a, b' < mi + e, , 
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Soìt Ciip'i) la somme de ces intervalles. A condition de choisir conve. 
nablement le8 o\ et e,, la somme U sera aussi petite qu*on le youdra^ 

— 00 

Chaque Ei{o) ou «i(^',) est somme d'une infinite dénombrable d'inter- 
valles n'empiétant pas les uus sur les autres. Si f(^x) est défìnie dans (a, 6), 
chaque point intérieur à (a, b) est intérieur à l'un au moins de ces inter- 
valles et de plus a et & sont des extrémités de tels intervalles, donc, d'après 
un théorème sur les ensembles, on peut choisir parmi los intervalles qui for- 
nient les A\ (a,) et les e, (a',) un nombre fini d'intervalles B tei que tout point 
intérieur à (a^ b) soit intérieur à l'un des B. 

Nous supposerons ce choix fait de fagon qu'aucun intervalle conserve ne 
soit intérieur à d'autres intervalles conservés. La contribution dans V des 
intervalles des iJ'\(^*) non employés est au plus égale à D + Dj, 2), étant 
l'intégrale de \f\ dans l'ensemble des e, (^',). 

En raisonnant sur les B comme sur les A^ on est conduit à considérer 
des nombres 

r« = a < r. < r, . . . < .r« = h. 

La somme 2 : f{Xi) — f{Xi-^) \ est égale à la contribution dans V des in- 
tervalles conservés provenant des Ei (a,), à moins de D + 2)' + >j (6 — a) près. 

Or deux nombres Xi consécutifs proviennent d'un mème intervalle appar- 
tenant à l'un des ^,(<7,) ou des e*(<7',), lequel peut ètre decompose en inter- 
valles de longueurs au plus égales à 2 9; ou 2(7,, la somme des variations 
correspondantes à une telle division diffère toujours de V de moins de 
2 Z) + 2?i 4" -D' + >} (6 — a). Or par Tintroduction de ces nouveaux points de 
division, en prenant le maximum 7 des a, et <?', assez petit, on rend la somme 
^\ f{x) — f{Xi^^)\ aussi voisine que l'on veut de la variation totale de f{x) 
dans (a, b). 

De là résulte que si f {x)dx oxiste, lafonction f{x) est à variation bor- 

nce, celle variation étant égale à la valeur de l'intégrale f \dx. 

32. Nous avons ainsi trouvé la condition nécessaire et suffisante pour 
(|ue rintégrale de f , existe, et nous connaissons sa signification. 

Mais le raisonnement précédent fournit d'autres resultata. Reprenons en 
elVoi co raisonnement et portons notre attention sur les ensembles e^^ E^^ 
tji{o\ E-^ etc. à indices positifs. 
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Nou8 voyons que la variation positive totale de f{x) entre a et rr eat 
égale à l'intégrale de f {x) étendue à l'ensemble dea points pour lesquels f 
est positive, c'est-à-dire à l'intégrale 






De mème pour la variation n<^gative on a: 



X 

-„{r)^^j(f-\f'\)dx. 



a 



Et comme l'on a: 



f{x) — f{a)^p(x) — n{x) 



X 



Aa;) = /(«) + ]/•' (or) da:. 



a 



Ainsi une fonction -f {x) étant donnée nous savons reconnattre si elle 
est la dérivée d'une fonction à variation bornée et, s'il en est ainsi, nous sa- 
vons trouver ses fonctions primitives. 

Si f{x) est bornée, ses fonctions primitives s'il en existe sont à variation 
bornée, nous pouvons les trouver. 

Mais l'integration, telle que nous l'avons définie, ne nous perraet pas de 
savoir si une fonction donnée a des fonctions primitives à variation non 
bornée (*). 

33. La fonction f{x) donnée par /*(a:) = :r* sin - pour ar»J=0 et 

f\^) = est continue et à variation non bornée. 



(•) Ce dernier résultat était évident puisqiie (Note du § 20) tonte intégrale indéfinie 
est à variation bornée. 

La démonstration qui précède montre que, pour obtenir une fonction / [x) à variation 
non bornée connaissant sa dérivce, par une méthode analogue à celle que nous avons 
employée quand f est à variation bornée, il faudrait mettre un certain ordre dans les 
termés des sénes telles que "tmi m [Ei (<x,)], Imi m(ei'). 

La généralisation de la notion d'intégrale indéfinie donnée dans le paragraphe suivant, 
permetdans quelques cas d'obtenir ce résultat; aussi elle donnera des fonctions primitives 
à variation- non bornée. 
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En effet 



ria)-" 




= (-!)* 



*- + i/ *'^+2- 



(Ione la flomme des variations ost -2! > sèrie divergente. 

Cette fonction admet une dérivée f (x), 

12 1 
f {x) = 2x sin -^ cos -— > pour r =J= 

JC 3P X 

et 

r (0) = 

/' (x) nous fournit un exemple de fonction non bornée, sommable, n'ayant 
pas d'intégrale, f {x) étant donnée, les méthodes précédentes ne permettent 
jias de trouver f{x). 

Il est intéressant de remarquer que la définition classique de l'intégrale 
d'une fonction devenant infinie dans Je voisinage d'un.point, permet de trouver 
f{x) connaissant f (x). C'est que, dans le cas oìi la fonction à intégrer n'est 
pas bornée, la définition que nous avons adoptée n'est pas une généralisation 
de la définition classique^ elle est autre que cette définition, mais concorde 
avec elle lorsque toutes deux s'appliquent. Il serait d'ailleurs très facile de 
généraliser la notion d'intégrale défìnie de fagon que la définition classique 
et celle que nous avons adoptée deviennent des cas particuliers d'une défi- 
nition plus generale. Pour simplifier les énoncés qui suivront, nous conser- 
verons cependant au mot intégrale définie le sens précédemment adopté, mais 
nous étendrons le sens du mot intégrale indéfinie. 

Nous avons vu que tonte intégrale indéfinie était continue. Si mainte* 
nant nous considérons cette propriété comme l'une des parties de la définition 
df?s intégrales indéfinies, nous sommes conduits à dire que : 

Une fonction f{x) définie dans («, jS) a dans cet intervalle une inté- 
grale indéfinie F(.t), sUl existe une fonction continue F(x\ et une seule à 
une constante additive pì'Ps, telle que Von ait : 

b 

Fib)-^ F{a) = (f{x)dx 
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pour tous les systèmes de nombres a et b choisis, entre a et /?, de manière 
que le second membre ait vn sens (*). 

34. L'intégrale indéfinie d!une fonction dérivée est toujours une de ses 
fonctions primitives puisqu'une fonction primitive est continue et, d'après ce 
que nous avons dit, vérifie bien Tégalité 



I\h)~F{a)^ I f{x)dx 



a 



toutes les fois que le secónd raembre a un sens. 

Nous saurons ainsi trouver la fonction primitive de la fonction f (x) du 
paragraphe 30. 

Mais il est facile de former des fonctions dérivées n'ayant pas d'inté- 
grales indéfìnies. 

Soit (f{x) une fonction dérivable définie entre et 1 s'annulant pour 
et 1 ainsi que sa dérivée, ayant une variation bornée dans tout intervalle 
intérieur à (0, 1), ayant une variation non bornée dans tout intervalle dont 
une des extrémités est ou 1. 

On sait trouver (f[x) quand on connaìt ^/ (.t), car y(a;) est celle des in- 
tégrales indéfinies de (f (x) qui s'annule pour rc = 0. 

Considérons un ensemble E ferme non dense dans toute partie de (0, 1) 
et de mesure non nulle; par exemple, celui que l'on obtient en retranchant 
de (0, 1) une suite indéfinie d'intervalles dont les milieux sont les points 
d'abscisses rationnelles et dont la somme des longueurs est inférieure à 1. 

Définissons une fonction f{x) continue, par la condition d'étre égale à 

(6 — a)*y( ^_^ | dans tout intervalle (cr, b) contigu à l'ensemble E.f{x) est 
alors nulle en tous les points de E. Cette fonction est dérivable, sa dérivée 

(oc "~~ fl \ 
.——1 pour les points d'un 

intervalle (a, b) contigu à E. 

Cette dérivée f (x) n'admet pas d'intégrale indéfinie. En eflfet si elle en , 
admettait, ses intégrales indéfinies seraient /'(a:) + c**- Mais soit ^^{x) la fonc- 
tion qui représente la mesure de l'ensemble de ceux des points de E qui 



(•) Comparer cette défìnition avec celle que donne M/ Jordan de l'intégrale définie 
d'une fonction non bornée. Cours d*Analyse, 2.* Edition, Tome li, p. 46 à 94. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo VII. 36 
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*^ì \{ ett la limite gapérieure de la Talear abeolue de A<2. Donc(*) 



a 



EiraluoiiB le premier membre 

h A 



l^r, A*)rfx = J^^-' ±Mz:^?>= /-(A + e A») - A« + «' **). 



t% 



LorBque k augmentc indéfiniment cette quantité tend vers /"(é) — /"(a), 

on a dono 

h 



f{b)-f{a)<^Aa{x)dx. 



De méme on trouyerait 



^}.a {x)dx<f {h) - f{a). 



a 



Doiic si les deux nomhres dérivés h droite (ou h gauche) d^une fonction 
f(x) soni hornés et ont méme intégrale^ leurs intégrales indéfinies sont égales 
à f {x) h une constante additive près. 



IIF. Inteoraleb definies des fonotionb de plubieurb yarubles. 

36. Il n'y a nucune difficulté à étendre les resultate obtenus aux fono- 
tions (in pluBieurs variables. 

Une fonction f sera dite sommable si l'ensemble des pointo pour lesquels 
on i\ : 

a<f<b I 

eSi nieBurable, i|uel8 (jue soient Ics nombres a et b. 

h 

n IV..... ,p.. /,(>.•./.).'-.• uit un sons il fuut ,«e ^r) soit définie dans a, * + *,- 



a 



il sutlìt il' ilòtlnir f(x) ooiumo couBtunto ot é^ale à f(b) pour x plus grand qae ò« 
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Les fonctions continues par rapport à rensemble des variables sont som- 
mables. La somme, le produit de deux fonctions sommables, la limite d'une 
suite de fonctions sommables sont des fonctions sommables. Dono les fonctions 
discontinues que M/ Baire appelle fonctions de première classe, de seconde 
classe, etc. sont sommables. 

Les fonctions de n variables continues par rapport à chacune d'elles sont 
de n — 1**"»® classe au plus(*), dono elles sont sommables. 

Soit f une fonction sommable. Considérons des nombres 

... < m_,<m-,<wao< w, < wa, <. . . 

tels que fni — mi.i ait un maximum ri. 

fatiti pour les points d'un ensemble mesurable ^,; nti<,f<.fni^i pour 
les points d'un ensemble mesurable e'i. Les deux sommes 

(7 = 2 mi m («,) -}- 2 w,- m (^',), 2 = 2 m,- w (^,) -}- 2 m,>i m {e'i) 

ont en mème temps un sens ou n'en ont pas. 

Si elles ont un sens, il en est de mème quels que soient les m, choisis 
et ces deux sommes tendent vers une mème limite quand >? tend zèro. 

Cette limite est l'intégrale de f. a et 1 ont un sens lorsque f est bornée 
de sorte que tonte fonction sommahle bornée a une intégrale. 

Les définitions qui précèdent s'appliquent, que la fonction soit définle 
dans un domaine ou pour les points d'un ensemble, lequel devra nécessairement 
ètre mesurable pour que la fonction soit sommable. 

Soit une fonction f bornée définie dans un ensemble E mesurable. Si 
f n'est pas sommable il existe une infinite de fonctions sommables bornées y 
telles que l'on ait toujours 

Soit (fi (x), 9), {x) . . , une sèrie de ces fonctions dont les intégrales ten- 
dent yers la limite supérieure des intégrales des fonctions f. Soit ^ {x) une 
fonction égale pour chaque valeur de Xo à la limite supérieure des nombres 
?« (^0), ?t (^0) . . . On démontrera facilement que ^ (re) est sommable. Son in- 
tégrale n'est pas inférieure aux intégrales des fonctions (fi (x) et comme ^ (x) 

(*) Voir Lebesgue. Sur Vapproocimation des fonctions, (Bullotin des Sciences Matbé- 
matiques, 1898.) 



276 Lebesgue: 



est une fonction e. (x) l'intégrale de ^ (x) est exactement égale à la limite 
supérieure dea intégrales des fonctions t(^)- 

Dono, étant donnée une fonction bornée /*, il existe une fonction sonì- 
mable i^ non supérieure à /* et dont l'intégrale est la limite supérieure des 
intégrales des fonctions sonimables non supérieures à f. C^est l'intégrale in- 
férieure de f. 

On définìrait de mème l'intégrale supérieure '(*). 

37. Nous allons recbercher si Ton peut ramener le calcul d'une in- 
tégrale multiple à des calculs d'intégrales simples. En nous bornant au cas 
de deux rariables nous allons essayer de généraliser la formule classique 



||Vrfxrfy=J((>rfy|rfx. 



Le cas le plus simple que nous ayons à examiner correspond à /= 1. 
Nous avons alors à évaluer la mesure super6cielle d'un ensemble en fonction 
des mesures linéaires de ses sections. Les considérations développées aux pa- 
ragraphes 18 er 19 résolvent un cas partieulier de ce problème. 

Soit E un ensemble pian mesurable. Xous dé?ignerons par E^x^) l'en- 
semble des points de E dont Tabcisse est r-, c'est-à-dire*la section de £ par 
X == A. E{X^^ n est pas nécessairement mesurable, s'il existe des ensembles 
de points sur une droite non mesurablos linéairement, puisque tout ensemble 
borné de points sur une droite est mesurable superficìellement. Mais Eix^) 
sera mesurable [B\ linéairement si E est mesurable (B) superficiellement. Or 
on sait que E contient un ensemble mesurable \Bi Ex de mesure m{E)j la 
mesure de E^ \x^ sera donc au plus égale a la mesure intérieure de E i x^); 
c'ost-à-dire au plus égale a Tintégrale inférieure, prise sur x = x^, de la fonc- 
tion ^ égale à 1 pour les points de £*, nulle pour les autres points. Donc 

mi \E,iX,] ^ |5 X,, iiWy. 

« 

En se reportant au paragraphe 7 où a étè démontrée Texistence de JF., 
on Toit que E, est definì comnie forme des points commur.s a toas les ensembles 
de -a suite J,. J,*...; Tensembìe A, étant somme d'une infinite dénombrable 
.:o reoianclos nempiòtar.t ras les ucs sur >s antnES et dont les còlés sont 
parar.èles à Ox et v\v. A, contient .4..,, .4 ...... 



\r.Ay.t\ SM T A -i YArÌAVi;»^^ il fau: co:i:saiér>er uà esj»4ce à n + 1 
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Or VÌI [Ai (x)] est la somme des mesures des sections par la droite d'ab- 
cisse X des rectangles Cfj qui composent Ai. On a donc 

mi[Ai{x)]^^mi[Cij{x)l 

Dans cette serie les restes sont limités supérieurement en valeur ab- 
solue, car E^ étant borné tous les Ai sont situés dans un mème domaine 
borné et par suite l'ensemble (par rapport à / et à x) des nombres nti [i4,(a:)] 
est borné. Cette sèrie est donc infégrable terme à terme, § 25. 

L'intégrale de w/[C^(a:)] est l'aire de Cij^ dono 

nis [Ai) ■-=^^nn{Ai{x)\d X. 

Or les limites pour * infini des nombres mi [A^ (.t)], m, {A) sont mi \E^{xj\ 
et m^iJEx) et comme l'ensemble de ces nombres est borné, on a: 

j mi [Ex {x)] d x== lim j ìhi [Ai (x)] d x =\\m w, (Ai) = w, (S,) ^*). 
On peut donc en conclure que : 

»i,{E)^{nnMt.[E{x)]dx 

inf. 

et aussi que 



»?,(£■) ^J ij<f{x,y)dy\dx. 



uif. iiiT. 

De la mème fagon on démontrera que : 



..(E)^J(Jy(r, y)dijyx. 



Hltp. SUp. 

De là on conclut que l'on a : 

iiif. inf. Slip. aup. 



** 



(*) Ce raisonnement peut ètre interpretò de la fa^on siiivante: >>'» [A\ (x)] est une 
fonctìon de seconde classe au plus. 

(**) Jusqu'ici les intó^rales sont étendues à certains se^j^ments des axes Oa: et Oy. 
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Pour la fonction f-^l défìnie seulemcnt dans l'ensemble sommable E^ 
dont les sections ne sont peut-étre pas toutes mesurables 

inf.int. iof.int. sap.ext. Bup.ext. 

l'intégrale par rapport à x étant étendue à l'ensemble e projection de E 
sur Xj la seconde à l'ensemble E {x). Mais ces deux ensembles ne sont peut 

A 

étre pas mesurables linéairement. Le signe | indique la limite supérieure des 

inf.int. 

intégrales inférieures de f étendwes aiix ensembles mesurables contenus dans A. 
L'égalité précédente peut encore s'écrire 

I», {E) = I »ij.,„,. [E (a;)] d x = [»«,.„,. [E{x)] d x. 

inf.int. Bop.ext. 

38. La formule trouvée pour exprimer \ fdxdtj est generale, elle 

£ 

s'applique à toutes les fonctions sommables bornées. 

Désignons par y (x, y) une fonction égale à f pour les points de jF, nulle 
pour les autres points. Si E est tout entier intérieur au rectangle OACB 
dont les cfìtés A et B sont portés par ox et oy^ ìa, formule à démon- 
trer est equivalente h la suivante 

AB AB- 

J J ^(^, y)d^ày = ^ I \^{^,y)dy\dx= I (J?(x, y)rfyjrfrr. 

OACli (y.inf. Ùfinf. 0,»up. 0,sap. 

C'est cette formule que nous allons démontrer. 

Soient wio, m^...inn les divisions de l'intervalle de variation de y(r, y). 
Désignons par cpp (r, y) la fonction égale à ^ pour les points de e^ (notations 
du § 19), nulle pour les autres points, et par '^'p{x^ y) la fonction égale à ? 
pour les points de e'p^ nulle pour les autres points. 

On a: 

I f?iJ-) y^dxdy^l I I ?p(^> y)^^rfy + ^1 UVC^^ y)àxdy 

J i' I» *. • p J J 
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I 1 ?p (^) ?/) dxdy est égale à nip . m («p) et, d'après le paragraphe prece- 
dent, on a: 



inf. inf. 



y'p(x, y)dxdy est comprise entre mp7n{e'p) et Wp+im(e'p); d'ailleurs si 

l'on remplace o'p par une fonction ^, égale à Wp ou fWp^-i en tous les points 
où £p C8t differente de zèro, nulle quand cf'p est nulle, on modifie l'intégrale 
de moins de (Wp^, — ntp) m {e'p). De plus les deux expressions 



[\^dy]dx J (Jf rfyjrf:r 



itif. inf, inf. iiif, 



diffèrentau8SÌdemoin8de(mp+, — Wp)w(6'p).Donc,ànioinsde2(WpM-^Wp)w(e'p) 
près, on a: 

J |?p(a?, y)dxdy^ I [Jf'pK y)rfyjrfar. 

inf. inf. 

Soit n le maximum de nxpy^ — mp\ à moins de 2yìm{0 A C B) près on 
aura 

J9(T, y)da:rfy-^J ( J ^ (^, y) rfyjrf rr ^. |; [ (Jfp ^r, y)rfy)rfa:. 

inf. inf. iuf. inf. 

Or on a: 

inf. inf. inf, fnf. inf inf. 

On a donc, quel que soit ri 

|'j?(r, y)dxdy^\ |j^^(a:, y)d y^d x + 2yj .m{0 A B C). 

iuf. inf. 
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De cettc inégalité et de l'ìnégalité analogue relative aux intégrales su- 
périeures, résulte la formule annoncée. 

39. Si la fonction donnée est telle que tous les ensembles e'p soient me- 
sunnbles (B^j auquel cas on pourra dire que la fonction est sommable (5», la 
formule se simplifie et devient 



B 



J jy(rr, y)dxdy=j (j?(^» y)dyjdx. 



OACB O 



C'est la formule classique. On sait que cette formule doit ètre remplacée 
par une formule plus compliquée, analogue à celle que nous avons obtenue, 
quand on s'occupe de l'integration, au sens de Riemann, appliquée dans toute 
sa generalità (*). 

Pafmi les fonctions sommables (B) on peut cìter les fonctions continues, 
les limites de fonctions continues ou fonctions de première classe, les limites 
des fonctions de première classe ou fonctions de seconde classe, et d'une 
manière generale toutes les fonctions de classe ;?, n étant fini. 

En particulier la formule classique simple est applicable aux fonctions 
de n variables continues par rapport à chacune d'elles. 

Cette formule est aussi applicable aux fonctions Z"^^, fj^ (**; si elles exis- 
tent et sont bornées. 

Dono on a : 

jc y 







Cette formule résout le problème qui, dans le cas de deux variables, est 
Tanalogue de celui concernant la recherche des fonctions primitives. 

40. On peut ótendre quelques-uns des résultats précédents aux fonc- 
tions non bornées. 

Une fonction non sommable non bornée peut avoir une intégrale infé- 
rieure et une intégrale supérieure. Sans qu'il soit nécessaire de reprendre les 
raisonnements précédents on voit que l'on a : 

inf. inf. 8up. sup. 



(*j Voir Jordan (loc. cit.) §§ 56, 57, 58. 
(**) Gap ellos sont do soconde classe au plus. 



Intégrale, Longueur, Aire. 281 



toutes les fois que les intégrales qui interviennent dans cette formule ont un 
sens. Il en est de méme pour la formule classique 

J J?(^) y)dxdy^ \\P^^^ y)dy^dx. 



Les raisonnements employés dans ce chapìtre ont conduit à une genera- 
lisation de la notion d'intégrale définie. 

Pour qu'une telle généralisation puisse servir il faut qu'elle satisfasse à 
certaines conditions que l'on apergoit facilement et qu'on peut imposer a 
priori. 

Yoici quelques unes de ces conditions. Il faut que l'on ait: 

che 



a a 



Il faut que la définition adoptée contienne comme cas particulier celle 

de RiEMÀKN. 

Il faut qu'il n'y ait paa de différences notables entro le cas d'une va- 
riable et le cas de plusieurs variables. 

Enfin, si l'on veut que l'integration permette de résoudre le problème 
fondamenta! du calcul integrai : trouver une fonction connaissant sa dérivée, 
il faut que l'intégrale définie d'une fonction dérivée, considérée comme fonc- 
tion de sa limite supérieure, soit une fonction primitive de f. 

La définition que j'ai adoptée, au moins pour le cas où la fonction à 
intégrer est bornée, remplit bien toutes ces conditions. Mais ces conditions 
ne suffisent pas pour definir l'intégrale d'une fonction bornée, (sauf dans le 
cas où la fonction est une somme algébrique de fonctions intégrables au sens 
de RiEMAKN et de fonctions dérivées,) de sorte que les méthodes du premier 
chapitre (*) n'ont pu ètre employées. 



(*) Ces méthodes sont analogues à celles de M/ Dkach. (Essai sur une tlióorie «ge- 
nerale de l'Integration — Introduction à l'Etude de la Thóorie des nombres et de l'Algebre 
supérieure.) 

Volr à ce sujet la note 1, page 48 de Touvrage de M.' Borel. 

Voir aussi Hadamard. Geometrie Elénientaire, !*'« Partie. Note D, 

1 . ^ * 
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Ne pouvant démontrer que la définition proposée était la seulc remplis* 
sant les conditìons ìmposées^ j'ai essayé de montrer qu'elle était naturelle et 
qu'au point de vue géométriqiie elle apparaissait presque comme nécessaire. 

J'ai essayé de plus de montrer qu'elle était utile : elle permet en effet 
de résoudre lo problème fondamental du calcul différentiel dans tous les cas 
où la fonction dérivée est bornée, et, comme conséquence, elle permet d'in- 
tégrer des équations différentielles qui se ramènent à des quadratures. Par 
exemple, f{x) étant une fonction bornée quelconque, nous saurons reconnaitre 
si l'équation : 

admet dos soIutions et, si elle en admet, les trouver (*). 

Dans les chapitres suivants, où il est question des notions de longueur 
et d'aire, on trouvera des applìcations géométriques de Tintégration. 



CHAPITRE III. 

Longueur des courbes. 

4 1 . Nous nous proposons dans ce chapitre de definir la longueur d^une 
courbe piane ou gauche (**;. 

Ces mots — longueur d'une courbe — sont d'un empiei Constant dans 
le langage usuel. On sait par exemple mesurer la longueur d'une route, d'une 
rampe d'escalier. Supposons que l'on effectue cette mesure à l'aide d'une règie 
rigide; le procède employé mentre que l'on appaile ordinairement longueur 
d'une courbe, ou plus exactement valeur approchée de cette longueur, la 



(*) Cette remarque condiiit à des problèmes intéressants. Par exemple, /*(a?) et «(a?) 
étant bornées, toutes les solutions de l'équation 

sont-elles comprises dans la formule classique f/ --=- ( (f(x)eSfi'^)^^ d^! . cif^^^^^ì 

(**) Une courbe gauche se dófinit comme une courbe piane à l'aide de trois équations 
au lieu de deux. 
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longueur, c'est-à-dire la somme des longueurs des còtés de lignes polygo- 
nales qui se confondent avec la courbe au degré de précision que Ton peut 
atteindre. 

Lorsque Ton raisonne sur la longueur d'une courbe comme sur un nom- 
bre déterminé, on fail rhypothèse que, par des mesures convenables, on ob- 
tient des valeurs approchées ayant une limite que Ton appelle la longueur 
de la courbe considérée. 

La longueur d'une courbe C 

est ainsi définie comme limite des longueurs de lignes polygonales tendant 
uniformément vers la courbe, c'est-à-dire que les coordonnées de la p'^'"^ de 
ces lignes Cp s'expriment par 

fpì 9p} ^p tendant uniformément vers /", y, ^. 

Nous dirons que C est la limite des Cp. 

Si, quelle que soit la suite de lignes polygonales tendant vers une courbe C, 
la suite correspondante des longueurs avait une limite, qui serait par consé- 
quent indépendante des lignes polygonales choisies, ce qui précède suffirait 
à definir la longueur de la courbe C. Mais il n'en est pas ainsi et Ton peut 
choisir les lignes polygonales de fagon que leurs longueurs augmentent indé- 
finiment. 

Donner une définition de la longueur d'une courbe, c'est donc dire quelle 
suite de lignes polygonales on choisit. 

D'après M/ Peano (*), les postulats qu'admettait Archimede équivalent 
à la définition suivante: 

La longueur d'un are de courbe piane convexe est la valeur commune 
de la limite supérieure des longueurs des lignes polygonales inscrites et de 
la limite inférieure des circonscrites. 

Archimede démontre d'ailieurs l'identité des limites dans les cas qu'il 
étudie. 

La définition ordinairement adoptée est la suivante : 

(*) Atti della Reale Accademia dei Lincei. Rendiconti 1900, 1.* Semestre. 



284 Lebesgue: 



La longueur (Vun are de courbe est la limite vers laquelle tend la lon* 
giieur d'une ligne polygonale inserite dans la courbe quand le nombre des 
cótés de cette ligne augmente indéfiniment de fa^on que la longueur maxi* 
inum des cótés de cette ligne tende vers zero (•). 

M/ Peano adopte la première partie de la définition d'Archimede: la 
longueur d'une courbe est la limite supérieure des lignes polygonales ins- 
erite». 

L'identité de ces définitions se démontre facilement, elle résulte d'ailleurs 
des résultats que nous allons obtenir. 

42. Si Toh veut qu'il y ait quelque analogie entre le sens vulgaire et le 
«ens mnthémntique du mot longueur, il ne faut essayer de definir la longueur 
d'nne courbe C, que s'il cxiste une suite de lignes polygonales ayant C pour 
limite et tellc que la suite correspondante de longueurs n'augmente pas indé- 
finiment. Nous nppellerons ces courbes, conrbes rectifiahles. 

Pour definir la longueur de ces courbes, rappelons d'abord quelques dé- 
finitions. 

Soit un ensemble de suites de nombres. Les valeurs qui forment l'une 
do eoa suites forment un ensemble E^ l'ensemble derive de E est l'ensemble 
do toutes les limites de la suite considérée. L'ensemble des ensembles E' 
ainsi dófinis est l'ensemble des limites des suites de l'ensemble considéré; la 
limite supérieure de eet ensemble est ce que l'on appello depuis Cauchy la 
plus grande des limites. On définit de mème la plus petite des limites. 

Ces deux nombres, que l'on appello aussi quelquefois limites supérieure 
et inférieure d'indotermination, peuvent ètre infinis. 

Soit une courbo C, considérons l'ensemble des suites formées des lon- 
gueurs dcR lignes polygonales tendant uniformément vers C. 

La plus grande des limites de l'ensemble est infinie. Il en est de mème 
de la plus petite si C n'ost pas rectifiable. Au eontraire si G est reetifiable 
la plus petite des limites est tìnie. 

NoHS appellerons longueur iVune courhe C, la plus petite des limites 
vers lesquflles temleìU les longueurs des lignes polygonales tendant unifor* 
nie'ment vers C. 

Uno courbo rectifiable a une longueur finie. 

{*) la»s oonsòi|ii«Mio«»s ili» ootto liòiìiiiiion ont òtò partìculiérement étudiées par 
!.i i>\vh; Sv'MKKKrr.u [ l.7<r Mtifìh*i)ttìHc<ì^ tomo V) ot par M/ Jordan dans la seconde éditioa 
kU' ^k-^w oours dWnalyso. Voir aussi Study. Matheììuithche Aniialen, XLV. 
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Une courbe non rectifiable n'a pas de longueur, ou si Ton veut a une 
longueur ìnfìnie. 

43. Soit une courbe C d'extréraités A et B, Tonte ligne polygonalo 
dont les extrémités tendent vers A et B a, une longueur qui ne peut tendre 
vers un nombre inférieur à la longueur de A B. C'est-à-dire que la longueur 
d'un are de courbe n'est pas inférieure à la longueur de la corde. 

Marquons sur Tare A B entre ^ et B un point D. L'are A B est dit la 
somme des arcs ^ Z) et 2) 5 et la longueur de Tare A B est évidemment la 
somme des longueurs des arcs AD et DB. Donc la longueur de l'are A B 
n'est pas inférieure à A D -\' D B. 

En raisonnant ainsi on voit que la longueur de l'are est supérieure ou au 
moins égale à celle d'une ligne polygonale quelconque inserite (*). 

Considérons une suite de lignes polygonales inscrites, telles que le maxi- 
mum de la longueur des cotés tende vers zèro. Ces lignes tendant unifor- 
mément vers la courbe, la plus petite limite de la suite correspondante des 
longueurs n'est pas inférieure à la longueur de la courbe C. Mais d'après ce 
que nous venons de voir tous les noinbres de cette suite sont au plus égaux 
à la longueur de C; la plus grande limite est au plus égale à cette longueur. 

Donc la suite des longueurs considérées a pour limite la longueur de C 
et il y a identité entre la définition que nous avons adoptée et la définition 
classique, celle de Sch£Effer et de M.^ Jordan. 

Nous avons en mème temps démontré l'identitó de cette définition et de 
celle de M/ Peano. 

En adoptant la définition qui . a été donnée, on obtient une analogie 
complète entre les définitions des longueurs et des aires. L'identité de cette 
définition et de la définition classique nou3 permet de trouver la longueur par 
une infinite dénombrable d'opérations. 

44. Nous disons qu'une courbe C 

^^f{i)i y^^ifh z=-^{t) (1) 

est la limite d'une famille de courbes Cp 

Cp x^fp{t\ y = jp{t)j ^ = ^p{th 

^^ fpì fpì ^p t^i^dent uniformément vers /*, y, ^, 



(*) On suppose bien entendu que, dans l'ordre où ils se prósentent sur la ligne po- 
lygonale, les sommets de cette ligne correspondent à des valeurs croissantes de t. 
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De ce qui précède résulte que la longueur de est au plus égale à la 
plus petite limite des longneurs des Gp, et qu'il existe des familles de courbes Cp 
telles que la longueur de C soit la limite des longueurs des Cp. C'est ce que 
nous exprimerons en disant que la longueur d'une courbe C est la plus petite 
limite des longueurs des courbes dont C est la limite (*). On peut dono poser 
ainsi le problème de la mesure des longueurs des courbes. 

Attacher à chaque cotirbe un nombre positi f fini ou in fini que Von 
appellerà sa longueur et satisfaisant aux conditions suivantes : 

1.^ Il existe des courbes ayant une longueur finie. 

2.^ Deux courbes égales (**) ont ménte longueur. 

3.^ Une courbe somme de deux autres (***) a pour longueur la som/ne 
des longueurs de ces deux autres. 

4.° La longueur d'une courbe C est la plus petite limite des longueurs 
des lignes polygonales dont C est la limite. 

45. Soit C une courbe rectifiable, la longueur (0, t) de Tare s(<; est 
une fonction croissante de t. Donc les quantités s {6 — 0), s (fi + 0) existent. 
Considérons la courbe C(e) formée de l'are (0, 6 — e) de la droite G — e, 6 + € 
et de l'are (fi + «, ^ + '0- Quand e tend vers zèro C (e) tend vers C. Or la 
longueur de C(«) est 

s{6-e)+[s{6 + h)^s{C+e)]+\ong[6-e, 6 + e]. 

En faisant tendre £ vers zèro, on déduit : 

s{e + h):^s{9 — 0)+[s{e + h) — s{6'\' 0)] 

d'où il résulte -s (fi + 0) = s (fi — 0) et s {t) est une fonction continue de t. 
Il existe des courbes dont aucun are n'est rectifiable. Il en est ainsi, 



(*) Si Ton considère la longueur corame fonction de la courbe, on péut dire que 
la fonction est partout éi^ale à son minimum ou encore semi-continue inférieureroent 
(Baikk, loc. cit.). 

(**) Deux courbos sont égales si l'on passe dos formules qui dcfìnissent la première 
;'i eollos qui dófìnissont la seconde par les formules du changement de coordonnées. 

(*-*) Si los deux courbes composantos sont donncos par x=zf(t), y = cp (^)^ ^r = d» ((), 
(i^t^h ot X = l\ (t), ij = ?i (t) z = -fi (0, a,^t^ h, , avec / (b) = /-(a,). ?((») = * (fl,)» 
1 h) — '\ (d^). La courbe somme est dófinie par j- = /'(O, y =" * (0> -2: = V (t) avec F=:f, 
il^ ^r. ^^ ^ì^ =1, sì a^t^h et F(t^ ò - a,) = f,(t),^ (l-i-b ^ a^) = :^^(t),W 

si h ^ t ^ + b^ — K^ . 
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pour ceirtainés valeurs de a et de b^ de la courbe 

j! = V in C08 a*» :: /, y = 0, = (*). 

Soit une courbe r somme d'une courbe rectifiable G et d'une courbe C, 
dont aucun are n'est rectifiable. Si C correspond à l'intervalle (0, 6\ s {t) est 
une fonction continue croissante entre et 5, puis pour t supérieur à 6 cette 
fonction devient infinio. 

46. Nous appellerons projection de la courbe (1) sur l'axe des x la 
couìbe 

^-f{t\ t/ = 0, = 0; 

et sur le pian des a?y la courbe 

A un polygone inscrit dans la courbe (1) correspond un polygone ins- 
erii dans la courbe projection. 

Chaque coté d'un polygone projection est au plus égal au coté projeté, 
dono ìes projections (Vune courbe rectifiable soni rectifiables. 

D'ailleurs un còte projetó a une longueur au plus égale à la somme 
des longueurs des trois cótés projections sur les troia axes de coordonnées, 
dono si une courbe a des projections rectifiables sur les trois axes de coor- 
données elle est rectifiable. 

47. Cherchons la forme la plus generale de la fonction f{t) pour que la 
courbe x = f{t) portée par l'axe des x soit rectifiable. 

Considérons un polygone inscrit dans cette courbe, ses sommets corres- 
pondent aux valeurs croissantes a = <o, ^ i . . . ^n = i de t. La longueur de ce 
polygone est l\f{t^) — /*(^-i)|, cotte quantité s'appello encore la variation 
de /"pour le système de valeurs <o, tx...tn. 

Cette somme se decompose en deux autres 2,, 1%. La première corres- 
pondant aux termes /*(/,) — f{ti^\) qui sont positifs, la seconde aux termes 
négatifs. On les appello variation positive et variation negative de f pour le 

système <oj ^ . . . /n- 

Supposons quo a et 6 restant fixes, le nombre des <, augmente indéfini- 
ment de manière que le maximum de ti — //-, tende vers zèro. Dès que ce 



(*) Voir Jordan, (loc. cit.), page i)18. 
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maximum est inférieur à un certain nombro >?, 2, + 2, diflfère de la longueur 
de l'are de a à 6 de moins de e, si cette longueur est finie, et est plus grande 
que M, si la longueur de Tare de a à 6 est infinie; sans quoi il serait pos- 
sible de trouver une suite de polygones inscrits tendant vers la courbe et dont 
les longueurs ne tendraient pas vers celle de la courbe (*). Dono 2, + 2t a 
pour limite la longueur de l'are (o, b)\ cetté quantité s = v s'appelle la va- 
riation totale de f entre a et b. Si cette variation est finie, la fonction /est 
dite à variation bornée entre a et b. Si la variation est infinie la fonction 
est à variation non bornée. 

1^ — It est toujours égale à f(b) — /(a), donc a pour limite f(b) — /*(«). 

De là il résulte que 2, et 2, ont des limites parfaitement déterminées 
p et n que l'on appelle la variation positive et la variation negative de f 
entre a et 6; et l'on a: 

p - » = f{b) - fia). 

Nous avons vu que si a est fixe, v est une fonction continue de 6 pour 
les fonctions à variation bornée. De ces formulcs il résulte que p et n qui 
sont des fonctions croissantes, ou du moins jamais décroissantes, sont des 
fonctions continues. La formu]e 

f[b)^f{a) + p-n 

mentre que tonte fonction continue à variation bornée est la différence de deux 
fonctions continues non décroissantes. 

Pour une fonction continue croissante n est nulle, donc une fonction 
croissante est à variation bornée. D'ailleurs si 

donc la différence de deux fonctions à variation bornée est une fonction à 
variation bornée. 

Il y a donc identité entre les fonctions à variation bornée et leB diffé- 
rences de fonctions continues non décroissantes (**). 



(*) En d'autres termes si des polygones inscrits T tendent vers C la longueur de T 
teiìd unìtbrmóment vers celle de C, 

(**) Oa peiit dans cet énoncó supprimer lo mot continues^ (voip à ce sujet Jordan^ 
loc. cit.'. 
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Si 

8ont les équations d'une courbe reclifiable, f, (f, ^ sont des différences de 
deux fonctions continues non decroissantes et inver sementa 

48. Voici des exemples de fonctions à variatlon bornée. 

Soit dans l'intervalle (0, 1) un ensemble dénombrable de couples de points 
tff, hi (ai<.bi)j tels qu'entre a,- et ò,- ne se trouve aucun point a ou b d'indice 
inférieur à i. 

Désignons par fo (x) la fonction a:, et par fp (r) la fonction continue qui 
admet a,, a,,... Opj ò,, '^,... bp pour maxima ou minima, qui entre deux 
de ces points est de la forme ± a; -f A et qui est égale à fo {x) entre et le 
premier des points d'indice au plus égal à p. 

On voit immédiatement que le maximum de \fp(x) — fp-i(xì\ s'obtient 
pour x = bp et est égal à 2 | /p-, {Up) — fp-i {hp) | = 2 £p, si ep désigne la lon- 
gueur ttpbp. 

Donc si la. sèrie Isp est convergente fp{x) tend uniformémont vers une 
limite f(x)) et comme fp{x) a entre et a: une variatlon totale égale à a-, 
celle de f{x) est au plus x. 

Pour les points d'indice au plus égal h p on a: 

\fix)-fpix)\^2£ip,H. 

La variation de f{x) pour le système a,,...a|,, b,^.,.bp est donc supé- 
rieure à 

X-^^^pI^ep^h 

donc si pltp\h tend vers zèro avec —, f {x) a x pour variation totale 

ir 

entre et x. 

Soit un intervalle («, /3), si, les conditions précédentes étant remplies, 
l'ensemble des Qp est partout dense on peut trouver dans (a, /3) un intervalle 
(ap, bp). Supposons qu'entre Op et bp fp{x) soit de la forme a: + A,, on a: 

fij>p) - fM = fv ih,) - f, (a,) + [f{b,) - U (h)\ + 

+ [fp («p) — /"K)] ^ «i> - 4 2i ^P^h ; 

(Jone si, au moins à partir d'une certaine valeur de j), on a; 

e^ > 4 2 «/+^ 
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f{r) nVst pas toujours décroissanto de a^ k h^ et s. fortiori de a a j3. Mais 
do nl^nle on prouverait qu'elle n'ost pas croissante, dono dans tout intervalle 
f\x) admet des maxima et des minima. 

Pouf réaliser toutes ces conditions prenons pour l'ensemble des milieux 
des {atj bi) rensomble des nombres rationnels rangés dans un ordre quelconque. 
Prenons pour $i un nombre irrationnel quelconque, tei que a, et 6| soient 

2 



compris entre et 1. Prenons pour e; le plus petit des nombres -^-^ -_- > 



-'"-. .. tels que a,- et bi soient compris entre et 1 et qu'entre a,- et bi ne 

se trouve aucun des points a,, «,,.•. a,-i, 6,, b^... bi-t. 

Nous définirons ainsi une fonction dont la variation totale entre et x 
est X et <}ui a dans tout intervalle des maxima et des minima. 

Tra^ons par rapport à deux axes rectangulaires la droite z = x. Soient 
Aij Bi Ics points de cotte droite dont les abscisses sont a,, b^. 

Plions la feuille de papier sur laquelle nous avons trace z=^x d'abord 
suivant la parallèle k Ox passant par Ai puis suivant la parallèle k Ox pas- 
sant par B^ , nous réalisons la courbe z = fi (x). En pliant de nouveau le 
papier autour des parallèles à a; passant par Af et Bt on réalise z^=ft {x) 
et ainsi de suite. 

DonCy avec une précision qui n'est limitée que par la possibilité d'ef- 
fectuer le pliage, on pout réaliser les courbes z = f{x) que nous venons de 
détìnir. On peut nième démontrer qu'en choisissant convenablement les ^4,-, J?,. 
on peut réaliser tonte courbe z=^f{x) de variation totale entre et x 
ógale à X. 

49. On sait que, dans le cas simple oii les fonctions f^jy^ ont des 
dérivées continues on peut représenter la longueur par une intégrale. Voicì 
une première généralisation simple. Nous supposons que f\ (f\ ip' existent, 
soient bornées et intégrables au sens de Riemann. 

Soit A B une corde, dont les extrémités correspondent aux valeurs /.• , 
/,f, du parametro. On a: 



I 2 ' 2 2 

Longueur AB=^\f (^m) — r\(i) -j- o ("/;+i) — oUi) + y ('«+«) — 'y ('«) (*)• 

Désignons par w,, 3/,; m., 3/,; w/3, J/3 les limites inférieures et Bupé- 
rioures de !/"(/)!, :'(/l", \^\h\ entre /, et /,+ ,. 

(*' Nous supposons los axos ivotanjrulaires. 
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Le théorème dea accroìssements finis mentre que 

(<,+, - ti) \^f 4 wT+ mj ^ Long AB:^ ^'~M\+~Ml~+MÌ (</h - </). 

Soit une division /o, ^,... tn de Tintervalle de variation de t] il lui 
correspond un polygone inscrit P et l'on a: 

:ì (ti. . - //) \ w! +"^f + fwj ^ Long P ^ 2 (/,+, - <,) , Af f + "jjf r+ Jif] . 

Si entro les <, choisis on intercalo de nouvelles valeurs de t^ la première 
8omme augmente la troisième diminue, dono elles tendent vera des limites 
quand on fait tendre vers zèro tn-i — f,-; d'ailleurs ces deux limites sont égales 
car la différence entro le premier et le troisième membro est au plus 

quantité qui tend vers zero car | /* |, | f' [, \^'\ sont intégrables puisque f\ 
v', \p'j le sont. 
L'expression 

est coftiprise entro la première et la troisième somme, sa limite est l'intégrale 



\\l n + 9' + ^''dt 



qui représente dono la longueur de la courbe. 

50. Servons nous maintenant des résultats obtenus daus le chapitre 
précédent. 

^^ f y 9ì ^ existent et si la courbe est rectifìable, ces dérivées admettent 

des intégrales et il en est par suite de mème de vT^+ ?' + '/''*• Réciproque- 
ment si cotte quantité admet une intégrale, il en est de mème de /"', y', i/»', 
car l'on a: 

et la courbe est rectifiable. 



Nous n'avons dono à nous occuper de l'intégrale de \J f* + y* + ^* quo 
pour les courbes rectifiables. Pour démontrer que cotte intégrale représente la 
longueur de la courbe nous raisonnerons comme daits le chapitre précédent. 

Divisons les intervalles de variation (finis ou non) de /", ^', ip' à l'aido 
de nombres m,-. Il en resulto une division en ensembles de l'intervalle do va- 
riation de t. 
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Pouf ceux que nous nommerons e^jk on a: 

Pour ceux que nous nommerons 6*^^) 1& première de ces inégalités est 
remplacée par: 

m, = f. 

Nous aurons de mème ejak e^ja] dans ces expressions a est un symbole 
indiquant celle des inégalités qui est remplacée par une égalité et non l'un 
des nombres entiers. 

Nous aurons encore les ensembles tf^°, les deux premières inégalités sont 
remplacées par 

mi r= f\ mj = (f\ 

Enfin nous aurons des ensembles ^'^^ pour lesquels f'j <f\ ip' seront égales 
à niiy nìjy nik* 

Tous ces ensembles sont mesurables; en choisissant convenablemènt les 
nti tous ces ensembles, sauf les 6,^,^^ seront de mesure nulle. 

A chaque point to de Cijk nous pouvons faire correspondre le plus grand 
intervalle possible (a, /3) de longueur infórieure à or/yi^, ayant to pour milieu 
et tei que 

a<a:^to^b<P 
entratne 

m, <c — ¥ — -^ — <C f^i-^i 

© (ò) — 9 (a) ^ 

mk < -^ — ---- < mk^i . 
— a 

Soit Eìjk {^ijk) la somme de ces intervalles. Faisons tendre o^i^ vers zèro, 
Tensemble E^jf^ des poìnts communs à tous les Eìjic{(Jìjìc) a mème mesure 
que Bijk. 

A chaque point U de e^ajk "ous pouvons faire correspondre le plus grand 
intervalle possible (a, j3) de longueur inférieure à a^^, ayant U poùr milieii 
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et tei que 



entratne 



m, - elj, < ^-^^^^^> < m, + .U 

— a 

Soit TJJj^ii (aijj^) la somme de ces intervalles. 

Faisons tendre simulhmément (Jajn et ef,^^. vers zèro, l'ensemble Eajic forme 
des points communs à tous les E\,ji,{olji,\ a mème mesure que Bajk* On de- 
finirà de mème E'ì'' {aT\ E^i^ (aV^). 

Si fw^f I — m^ est, quel que soit /, inférieur à >? l'intégrale de v-/'* + ?'* + ^ ' 
est égale à 

V^m:. + m; + wi [m (e,;;^) + m (e;-^.^ . . . + m («O'^j] 

à moins de 2 >? / près, l'intégrale étant étendue à un intervalle de longueur /. 
Or on peut choisir les nombres o et t assez petits, pour que cette somme diffère 
aussi peu qu'on le veut, de moins de Z>, de 

F= V y/mj+m; + ml. [m [E jh {^.jk)] + m [E\.j, «•,)] -| • • • + wt [E^i^ {o^i^)] ]• 

Farmi les intervalles formant les E on en peut choisir un nombre finì 
dejnanière que tout point de l'intervalle eonsidéré soit intérieur à Tun des 
intervalles conservés et que les extrémités de l'intervalle considerò soient des 
extrémités d' intervalles conservés. 

Nous supposerons ces intervalles conservés A choisis de fagon qu'aucun 
d'eux ne soit à l'intérieur d'un autre. La contribution dans V des intervalles 
non conservés est inférieure à D. 

Considérons deux intervalles conservés (a, è), (a,, 6,) empiótant Tun sur 

l'autre et soit 

a<a, <6<i,; 

flupposons qu'ils correspondent à E;jk{(j;jk) et E,'jfk' (<y/i'v). Entre a, et b on 
peut trouver un point e tei que entre a et e se trouve un point au moins 
de e^jk et entre e et 6 1 un point au moins de e^'fk ] ^n effet s'il en était au- 
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tremeut c'est que tous les points de e^jk et Bìi^h' contenus dans ai, séraìent 
entre a et b (ou entre a, et b^) et en prenant dans a, b deux points a et ^ 
suffisamment voìsins de a et ò on auraìt à la fois 



p— a 






et les inégalités analogues. Or on n'a pas à la fois i^=i\ j=j\ k = k'. 

Nous remplacerons les intervalles (tf, &), (a,, 6,) par (cr, c\ (e, 6,). On 
aurait pu faire de mème pour des intervalles correspondant à Ei,jf^ , El^"". . . 

II n'y a de difficulté que si les trois indices sont identiques, c*est-à-dire 
par exemple si les deux intervalles correspondent à Eljn,, £"?"'*, auquel cas 
on prendra comme point e un point quelconque de (a,, b). 

En continuant ainsi on remplace les intervalles A par des intervalles A' 
n'empiétant plus les uns sur les autres. La contribution dans V des interval- 
les A — A' est inférieure à D. 

Considérons maintenant la ligne polygonale inserite dans la courbe et 
dont les sommets correspondent aux extrémités de A\ 

Le coté de cette ligne qui correspond à l' intervalle (a, j3) a une longueur 

égale à (/3 — a)>Jm] + m) + mi à moins de 

3>7(/3-a) OU (2 >, + eiy,.) (i8 - «) ou (>? + 2ey(/3-a)... 

près, suivant que (a, /3) correspond à Efjk , -Ei,y^ , E'ì" ... 

Si donc les e sont choisis assez petits, la longueur de la ligne polygonale 
diffère de la contribution de A' dans V de moins de 3 >? /. 

Ainsi, en choisissant convenablement les nonibres >?, a, e, le procède que 
nous venons d'indiquer conduit à considérer une ligne polygonale inserite 
dans la courbe, dont les còtés sont aussi petits que Ton veut, et dont la 
longueur est aussi voisine que Fon veut de l'intégrale 



/ 



Cette intégrale représente donc la longueur de la courbe. 
51. Les raisonnements que nous venons d'indiquer sont analogues à 
ceux des paragraphes 30, 31. D'une fa^on plus generale, à tout raìsonnement 
de la deuxième partie du chapitre II, on peut faire correspondre des raisonne- 



i 



I 
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ments relatifs à la rectification dos coiirbes. Nous allons indiquer ce qui est 
Tanalogue de la proposition dii paragraphe 35. 

Dans ce paragraphe il a été démnntré que si les nombres dérivés d'une 
fonction f{t) sont bornés et si les hi sont des nombres positifs tendant vers 
zèro on a : 

\la (/) d t < Lini J fJLtM^lIl d t <J A^ [t) d t. 

Un raisonnement analogue prouve que, si Ton désigne par Da et da la 
plus grande et la plus petite des deux quantités |Ad| et p.^/j, on a: 



dt 



et aussi que les limites de 

r|/(i±^LzZW_A,(o di et f|/lL±M^i^_x,(o 

J \ ^* J \ 'li 

sont inférieures a j {Da — da) d t. 
Ceci pose soit C(hi) la courbe 
Fi / + hi) — F U) »i> {t + hi) - * {t) ^{t + hi) - w (t) 

hi ^ hi hi 

F(t)^ *(/), W {t) étant les fonctions primitives de /"(/), ^(f), ^{t) dont nous 
supposons les nombres dérivés bornés. C(//,) a pour longueur 

Quand //, tend vers zèro les limites de /, sont comprises entre 



J \Da (/•) + Dd (?) + Dd{^)d t et J \ldd ' fì + da ( ^)^ da (^)d t. 

Nous supposerons que ees deux intégrales ont la mème valeur, alors /,• 
tend vers une limite déterminée que nous allons démontrer ètre la longueur 
de C. 

Si ces deux intégrales ont la mème valeur c'est que les couples d'inté- 

grales ìDadt et t/^/ rf / ont aussi les mèmes valeurs et ces intégrales re- 
présentent les variations totales de /*, y, ^p. D'ailleurs comme Ton a : 

Dd—dd^Ad — ^d^^Ddj 

Armali di Matematica, Serie Ilf, tomo VII. 39 
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leB couples d'intégrales |A<f(/; et | > ,/ (f / ont au§f9Ì les mèmes valears et 

réciproquement. 

De sorte que Toii a : 

• • w m 

Considérons une ligne polygonale inserite dans C //,) correspondant à 

et la tigne analogue inserite dnns C Soient Ai B, d'une part, .4 B d'autre 
part deux eòtés correspondants •/«, /«.,>. Les projections du premier sur les 
trois axes sont 

^W,,.A^_,(o^ O'e.M^^iOrf,, r'WjiLziiOrf, 

J hi ì hi J hi 

'.i 'a fa 

celles du second sont 

'u+l 'u+I 'a+1 

l'a '- '« 

Ln difTèrence entre ies longueurs de ces deux còtés est donc au plus 
égale à la somme des valeurs des trois intégrales analogues à 

'-ti 



J l'^'^-^^^^'-A.(/-)]rf< . 



fu 



Dono la différence des longueurs entre les deux polygones considérés est 
au plus 

^V^f)* I j, ^ — Ad(f) al. 

Or chacune des trois intégrales de cette somme tend vers zèro avec hi 
donc la longueur de C, a pour limite la longueur de C. 

Pour énoncer ce resultai donnons la définition suìvante: Soit f{{) une 
fonction continue, nous appellerons dérivée à droite fa (0 une fonction dé6nie 



Intégrale, Longueur, Aire. 297 



pour < = /o corame égale à Fune quelconque des limites vcrs lesquelles tend 



quand h tend en décroissant vers zèro. 

La dérivée à droìte est en general indéterminée. Nous venons de dé- 
montrer que: 

Si les dérivées h droite f'd{i)j ?d(Oj ^'d{t) soni bornées et si V in- 
tégrale 

Jn 'f'dW+ <t'd w +ì'7(ty d t 

a une valeur bien déterminée, indépendante des dérivées à droite choisies, 
cette intégrale est la longueur de la courbe 

^ = f^t\ y = 9(0, z"^^{t). 

52. La proposition précédente est une généralisation du résultat clas- 
sique concernant la représentation de la longueur d'une courbe ayant des tan- 
gentes variant d'une fa^on continue. 

Ce résultat classique étant connu, si Ton s'était propose de généraliser 
analytiquement la notion de longueur, la proposition précédente aurait pu ètre 
prise pour définition; on voit que la longueur ainsi définie ne dépend pas du 
cboix des axes de coordonnées et, en particulier, reste la mème si Von rem- 
place les dérivées à droite par des dérivées à gauche. 

Cette définition ne s'applique qu'à des courbes rectifiables. Il serait in- 
téressant de rechercher à quelles courbes rectifiables elle s'applique ou si elle 
concerne toutes les courbes rectifiables. Si, pour expriroer les points d'une 
courbe rectifiable, on prend comme paramètre t la longueur de l'are, on a des 
fonctions /*, ;, ^ dont les norabres dérivés sont bornés; la proposition du para- 
graphe précédent s'applique toutes les fois que l'ensemble des points pour les- 
quels l'une des diflférences telles que Ad {f) — la (/) est diflfércnte de zèro ^ 
une mesure nulle. 



298 Lebesgue: 



CHAPITRE IV. 



Aire des Surfaces. 

53. Les mots aire d'une surface désignent dans le latigage usuel Taire, 
c'est«A-dire la somme des aires des faces, de surfaces polyédrales confondues 
avec la surface considérée au degré de précision que l'on peut atteindre. 

Eh geometrie on considère souvent Taire d'une surface S corame la li- 
mite des aires de certaines surfaces polyédrales ayant S pour limite; definir 
Taire c'est alors dire quelle suite de polyèdres Ton considère. 

Par analogie avec la définition de la longueur d'une courbe, on a tout 
d'abord considère les polyèdres inscrits. C'est ainsi que, d'après M."" Peano (*), 
les postulats qu'admettait Archimede équivalent à la définition suivante: 

L'aire d'une surface convexe est la valeur commune de la limite supé- 
rieure des aires des surfaces polyédrales convexes iiiscrites et de la limite in- 
férieure des circonscrites; — d'ailleurs, dans les cas qu'il étudie, Archimede 
démontre la coincidence des deux limites. 

Pendant longtemps on a admis que Taire d'une surface pouvait ètre dé- 
finie comme la limite des aires des surfaces polyédrales inscrites (**), le ma- 
ximum de Taire des faces et le maximum de la longueur des arétes tendant 
vers zero. Mais Schwarz dans une lettre à Genocchi a mentre que les aires 
des surfaces polyédrales inscrites dans un morceau fini de cylindre de re- 
volution n'avaient pas de limite supérieure. La mème observation a été 
faite par M.' Peano, dans ses le^ons de TUniversité de Turin en 1881-82, avant 
la publication de la lettre de Schwarz dans le cours professe à la Faculté des 
Sciences pendant le second semestre 1882 par Oh. Hermite (second tirage, p. 25), 

Si Ton veut definir Taire par la considération de polyèdres inscrits il 
faut dono assujettir ces polyèdres à des conditions supplémentaires. On s'est 



(*; Atti della Reale Aceademia dei Lincei^ Rendiconti 1890, 
(**) Aux somraets d'uno surface polyédrale inserite on peut faire correspondre les 
points du pian (m, r) auxquels correspondent les sommets en tant que points de la sur- 
f ice proposce. A ehaque face du polyèdre correspond ainsi un polygone du pian (w, r), 
noiis supposons ici et dans tout ce qui suit que ces polygones n'ompiètent pas les uns 
sur les autres, 



i 



i 
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quelquefois astreint à ne considérer que les polyèdres dont les angles des 
faces ne tendent pas vers zèro ou des polyèdres dont les angles des faces 
avec les plans tangents tendent vers zèro (*). La plupart des restrictions que 
Ton a ainsi considérées se sont trouvées insuffisantes pour qu'il existe une 
limite; d'ailleurs elles sont si particulières que, seule, l'existence de la limite 
légìtimerait leur considération. 

54. Il nous reste à citer deux définitions (**) dues à Hermite et à 
M/ Peano. Elles présentent ce caractère commun de ne plus reposer sur la 
considération de polyèdres inscrits et d'admettre, comme généralisation de la 
division d'une courbe en arcs partiels, la division d'une surface en morceaux 
par des contours fermés. 

Hermite (•**) considère une surface z = f{x^ y) ayant des plans tangents 
variant d'une fagon continue. Soient un contour d du pian des x t/, m un point 
intérieur à ce contour^ M le point de la surface qui lui correspond, D' le 
contour situé dans le pian tangent en Jlf à la surface qui a pour projection d 
et D le contour de la surface qui se projette en rf. A D on fait correspondre 
Taire de D' (on suppose d quarrable). Ceci pose on divise la surface en mor- 
ceaux; la somme des nombres attachés aux contours employés est une valeur 
approchée de l'aire. L'aire est la limite de ces valeurs lorsque le nombre des 
morceaux augmente indéfiniment de manière que le diamètre maximum de 
ces morceaux tende vers zero. (L'existence de la limite suppose que le con- 
tour considéré limitant la surface n'est pas quelconque; il en était de méme 
pour les définitions précédentes.) 

La définition d'HERMiTE fait donc intervenir explicitement les axes de 
coordonnées, de plus elle n'est pas la généralisation de la définition de la 
longueur par la considération des polygones inscriis. 



(*) Voip au sujet do ces essais de définition la note déjà citóe de M.' Peano. 

(**) Dans un articlo rócent (lleber die Begri/fe Lchir/e, Oòerfinchc und Volumen — 

Jahresberìcht der Deutschen Mathematiker- Vcrein'Kjung 1001) M."" Minkowski adopte pour 

la longueur et l'aire les définitions suivantes. 

De chaque point d'une courbe C comme centro tra<;ons une sphère de rayon r Yen- 

semble des points intérieurs à l'une au moins do ces sphòres est mesurable, soit V(r) sa 

V(r) 
mesure: la limite, si elle existe, du rapport — —' nuand r tend veps zèro est dite la 

•K r^ 

longueur de C. De memo si V[v) est la mesure de l'ensemble des points dont la distance 

V(r) 
à l'un des points d'une surface S est inférieure à r, la limite de -;~—^ definii Taire de S. 

(*♦*) Loc. cit 
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La défiDition de M/ Peako ne présente pas ces inconvénients. Soit une 
courbe gauche fermée C, on déraontre, au moins dans les cas simples, qu'il 
existe une courbe piane fermée e ielle quo sur tout pian les projections or- 
thogonales de C et e limitent des aires égales (*) ; à chaque courbe C on 
attaché le nombre qui représente Taire du domaine pian limite par e. De 
méme dans la définition de la longueur, à chaque are partici on attaché la 
longueur du segment qui joint ses extrémités, c'est-à-dire la longueur du 
segment qui sur toute droite a méme projection orthogonale (**) qua Tare. 
Ceci pose divisons une surface par des contours fermés; à chaque division 
nous faisons correspondre la somme des nombres attachés aux contours em- 
ployés. M/ Peano appelle aire la limite supérieure de la somme de ces 
nombres. 

55. Toutes ces définitions, celle due à M/ Peano exceptée, supposent 
Texistence He la limite d'une suite de nombres et l'existence de cette lìmite 
n'est démontrée que pour les surfaces ayant des plans tangents variant d'une 
fagon continue. Or, dans ce cas, il ne s'agit pas d'attacher à chaque surface 
un nombre, mais bien d'attacher à chaque surface des domaines plans dont la 
somme des aires définissent coinme limite ou limite supérieure ou limite infé- 

rieure un nombre égal à l'intégrale doublé 1 \ ^È G — F* d ti dv] ionie àér 

finition géométrique qui ne conduirait pas à ce nombre consacré par Tusage 
serait en efFet rejetée. Une définition de l'aire qui ne s'applique qu'aux sur- 
faces ayant des plans tangents variant d'une fa^on continue, peut faire con- 
naftre une propriété géométrique intéressante, mais n'est pas une véritable 
définition de l'aire, le nombre à definir étant connu avant la définition. 

56. La définition due à M.^ Peano s'applique à toutes les surfaces dont 
la frontière est, un de ces contours C auxquels on peut faire correspondre 
des contours plans r, comme il a été dit plus haut. Mais cette définition n'est 
vraiment intéressante que si l'on peut sur la surface tracer assez de ces con- 
tours C pour qu^il soit possible de divìser la surface en morceaux de dia- 
mètros aussi petits que l'on veut et dont les frontières sont' des courbes C; 



(*) Si la projection de C a des points inuUiples, Taire limitée par C doit étre comptée 

cnimno si olle ótait exprimóe à Taide de l'intégrale curviligne — |a;«?y — ydx. 

('^ ) Il ne s'agit pas ici de la courbo projection mais de la di9tance des deux extrémités 
de Tare projection. 
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Ceci rappelé, par analogie avec le problème de la raesure des courbes, 
nous posons ainsi le problème de la mesure des surfaces. 

Atfacher à chaque sur face un nombre posili f fini ou infini que Von ap* 
pellera son aire et satisfaisant atix conditions suivantes : 

1.^ // existe des surfaces planes ayant une aire finte. 
2.^ Deux surfaces égales ont méme aire. 

3.° Une surface somme de plusieurs aulres a pour aire la somme des 
aires des surfaces composantes. 

4.^ L'aire d'une surface S est la plus petite limite des aires des sur- 
faces polyédrales dont S est la limite. 

Les trois premières conditions suffisent, nous l'avons vu, quand on ne 
considère que des domaines plans. Le problème n'est possible que pour les 
domaines limités par des courbes quarrables. 

Remarquons d'ailleurs qu'il importe peu de modifier ainsi la troisième 
condition du problème : 

3 bis. Une surface somme de deux autres a pour aire la somme des 
aires de ces deux autres. 

Les conditions 1, 2, 3 bis suflisent en effet pour les domaines quarrables. 
Soit maintenant un domaine non quarrable, il est limite de domaines quar- 
rables dont les aires tendent vers la mesure des points du domaine (•) ; avec 
M/ Jordan nous appellerons ce nombre Vaire intérieure du domaine non 
quarrable. La condition 4 raontre que l'on doit appeler aire l'aire intérieure, 
mais alors la condition 3 bis n'est pas remplie (**). 

Le problème des aires ainsi pose n'est donc possible que pour les domaines 
quarrables. II est bien entendu que cela ne veut pas dire que le problème 
des aires est impossible pour tout autre famille de domaines que celle des 
domaines quarrables. Il est bien évident par exemple que le problème des 
aires est possible pour tonte famille comprenant un nombre fini de domaines 
déterminés en grandeur et en position, que ces domaines soient quarrables 
ou non. Nous voulons dire seulement que le problème n'est pas possible pour 
l'ensemble de tous les domaines, mais qu'il est possible pour les domaines 
quarrables. 



(*) Rappelons que nous avons appeló domaine Tensemble des points intérieurs à la 
fronlicì'^e. 

(**) De mome il importait peu dans la \V^ condition du problème de la mesure des 
courbes do parler d'une courbe somme de deux autres ou d'une courbe somme de plu- 
sieurs autres. 
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On démontrera facilement que, si l'on pose le problèma avec les condi- 
tions J, 2, 3, 4, il n'existe aucune famìlle de domaines formée des domaines 
qiiarrables et d'autres domaines, pour laquelle le problème des aires soit pos- 
sible; au contraire il existe do telles familles si Fon poso le problème avec 
les conditions 1, 2, 3 bis, 4 et que l'on ne considero que les domaines plans. 

Retenons seulement que le problème des aires n'est possible dans le 
pian que pour certaines familles de domaines, dans Tespace il ne sera dono 
aussi possible que pour certaines familles de surfacos. 

58, Nous dirons qu'une surface S, correspondant au domaine D du 
pian (f/, t;), est fermée si à tous les points de la frontière de D correspond 
le mème point pour S. 

Nous dirons qu'un are de courbe a /3 est intérieur à une surface fermée S 
s'jI est impossible de tracer une courbe rencontrant a/3, ayant une branche 
infinie et ne rencontrant par S. 

Nous dirons qu'un are a/3 est quarvahle s'il est possible de trouver 
une suite de surfaces polyédrales fermées S, , S,,... contenant a/3, dont les 
aires, sommes des aires des faces, tendent vers zero et qui ont pour surface 
limite une surface dont l'ensemble des poinls est identique à l'ensemble des 
points de a/3. 

Une courbe fermée sera dite quarrable si chacun de ses arcs est quar- 
rable. Nous ne résoudrons le problème des aires que pour les surfaces limi- 
tées par des courbes quarrables (*j. 

Pour donner un exemple étendu de courbes quarrables montrons que 
toute courbe reclifiable est quarrable. Soit C une courbe rectifiable de lon- 
gueur /, partageons-la en arcs de longueur a. 

Soient a/3, /Sy, yd... ces arcs. Considérons les cylindres de revolution 
dont les axes sont les cordes a /3, /3 /, y S . . . et dont les rayons sont égaux 
à a. Nous limiterons le cylindre a /3 aux deux parallèles dont les plans pas- 
sent par a et /3 et de mème pour les autres cylindres. 

Deux cylindres consécutifs, « /3 et /3 y par exemple, seront reliés par l'un, 
convenablement choisi, des deux fuseaux que les parallèles limites de ces deux 
cylindres détachent sur la sphère de rayon a et de centre /3. Nous termine- 
rons les cylindres extrèmes par des demi-sphères. 



(*) Dans une not.) des Coraptes ReaJus do Nov(Mnl»re ISODjomo suis occupo do la 
dcfinition de Taire d'une classo particuliéredo surficos, Ics surfaces rectifìables. J'ai pu alors 
adopter uno autre dólinition des courbes (|uaiTablos. 
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L'ensemble de ces surfaces est uno surface fermée contenant C, La 
somme des aires de ces cylindres et sphères, le mot aire ayant le sens qu'on 
lui attribue en geometrie élémentaire, est au plus égale à 

4 77 a* + 2 7: a - long a .3 ^ 4 n a / -j- 2 :: a /. 

En remplagant les cylindres par des prismes inscrits et les sphères par 
des polyèdres convexes inscrits on a une surface polyédrale fermée contenant C 
et d'aire au plus égale à 6 Tra /; quand a diminue ces surfaces tendent vers C 
qui est quarrable. 

Nous verrons plus loin que tonte courbe quarrable dans le pian est quar- 
rable dans Tespace. 

59. Soit une courbe fermée C, nous appellerons aire minima de C la 
plus petite limite des aires des surfaces polyédrales dont les frontières ten- 
dent vers C. 

Soient trois courbes fermées formées des arcs («, /5) pour la première, 
(/3, y) pour la seconde, (a, y) pour la troisième. Supposons jS quarrable; on peut 
Tenfermer dans des surfaces polyédrales fermée.j ^, , J5, . . . dont les aires 
tendent vers zero et dont les points tendent vers ceux de /:. Soient .4», >1,.,. 
des surfaces polyédrales dont les frontières tendent vers (a, /3) et dont les 
aires tendent vers Taire minima de (a, /3). Soient de mème les surfaces d, Cf. .. 
relatives à (/3, y). 

Si i est assez grand et j assez petit, Ai et d rencontrent Bj suivant 
des courbes. 

Supposons Ai définie à l'aide de fonctions des variables t/, v\ le point 
(m, t;) étant dans un certain domaine D indépendant de i; soit b la partie 
de frontière de D qui correspond à /3. Les points de Ai intérieurs à Bj cor- 
respondent à un certain ensemble de points du pian (w, v) lequel contieni 
un domaine dont la frontière comprend 6. Supposons ce domaine rfy pris le 
plus grand possible et soit bij la partie de sa frontière qui ne fait pas partie 
de celle de Z). 

La courbe fly de Ai qui correspond à bij est sur Bj\ sì i et j augmen- 
tent simultanément /3y- tend vers )3(*). 

Nous définirons de mème la courbe (3'ìj relative à Bj^ d. Sur Bj on 



(•) Pour ne pas ótre entrainó à de trop longs dòveloppomónts, nous admettons ces 
propriótós. 
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peut joindre les extróinités de jSy et jS'y qui tendent vers l'extrémité m de 13 
par une ligne polygonale wydont tous les points tendent vers tw, de mème 
soit Hij une courbe de Bj joignant les extrémités de /3,j et S'ìj qui tendent 
vers l'extrémité n do /3. 

Soient A'ij la portion de Ai correspondant à D — dij et C'ìj la portion 
analogue de 0%. La surface formée de ^4 y, C',j et de Fune des deux sur- 
faces limitées sur Bj par /3y, /3'y, iwy, wy a sa frontière qui tend vers (a, y) 
et Tune de ses courbes qui tend vers &. Son aire tend vers une quantité au 
plus égale à la somme des aires minima de («, S) et (i3, y)\ il est d'ailleurs 
évident que la limite no peut ètre inférieure à cotte somme, dono elle lui est 
égale. 

C'est cette propriété qui nous servirà dans la suite. Remarquons qu'elle 
suffit pour prouver que tonte courbe piane non quarrable dans le pian n'est 
pas quarrable dans l'espace. 

60. Considérons une courbe rectifiable fermée C de longueur l et soit 
une suite de polygones inscrits P,, P, . . . que Ton obtient en divisant C en 
arca égaux de longueurs a,, a,... tendant vers zero. Soit A Tun des som- 
méts de P,-, la surface que nous avons attachée, au § 58, à la courbe C 
considérée comme ou verte et d'extrémités J, ^4 et à P,-, moins les deux 
demi-aphères qui la terminent, constitue ce que nous appellerons une surface 
annulaire. En remplagant les cylindres et fuseaux qui la composent par des 
polyèdres nous avons une surface annulaire polyédrale Si. 

Considérons sur Si un contour ferme forme, sur les prismes, de parallèles 
aux arètes des prismes, sur les polyèdres qui remplacent les fuseaux, do lignes 
polygonales inscrites dans des grands cercies de ces fuseaux, soit r,-; la lon- 
gueur de Vi est évidemment inférieure à 

/ + 2 7ra,- - = (2r+l)/. 

I ai ^ 

Considérons l'ensemble E des polygones comprenant: 1." les trapèzes dont 
les bases sont les axes des cylindres et les parallèles aux génératrices faisant 
partie de F,-; 2.® les triangles que Ton obtient en joignant chaque sommet 
m de Pi aux sommets de Ti situés sur la splièro de rayon ai et do centro in. 
La somme des aires de ces polygones est au plus 

1 g^ ai = (:: + 1) a, l 
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Ceci pose, nous avons vu au paragraphe précédent que l'on peut coiT- 
sidérer Taire minima de C comme la limite la plus petite des aires de sur- 
faces polyédrales Ai dont les frontiòres C;, portées par les surfaces 5|-, ten- 
dent vers C. 

Considórons la surface formée de Tensemble Ej de Tun des ensembles 
de polygones de Si dont les frontières sont les cótés de d et de r,-, et de 
la surface Ai{*)\ son aire diffère de celle de Ai de moins de (;:-{- !)«// aug. 
mentée de la somme des aires des polygones qui forment Si. Dono Taire mi- 
nima de C est la limite des aires minima des contours Pj, et Taire minima 
de Pi est la limite inférieure des aires des surfaces poly(5drales dont Pi est 
la frontière. On sait dono trouver Taire minima de Pi par une suite dénom- 
brable d'opérations, dono Taire minima de C peut ètre obtenue à Taide d'une 
infinite dénombrable d'opérations. Mais il faut bien remarquer que ce n'est pas 
une suite dénombrable d'opérations; en d'autres termes Taire minima d*une 
courbe rectifiable n'est pas définie à la fagon de la somme d'une sèrie mais à 
la fagon de la somme d'une serie dont les termes sont des séries. 

Les polygones Pi sont des polygones particuliers inscrits dans C, on 
peut remplacer cette suite de polygones par une suite quelconque de poly- 
gones inscrits dans C et tendant vers C. En effet, soient deux polygones P 
et Q de longueurs inférieures à l qui se correspondent point par point, les 
points homologues étant distants de moins de e; en raisonnant sur P et Q comme 
sur Vi et Pij on voit que les aires minima de P et Q diflfèrent de moins 
de / e. 

61. La plus petite limite des aires des surfaces polyédrales qui tendent 
vers une surface donnée S est ce que nous appellerons Yaire intérieure de S. 

D'après la condition 4 du problème des aires ce nombre doit ètre Taire 
de S. Avant de rccherclier s'il vérifie la condition 3 de ce problème, nous 
allons étudier les surfaces dont Taire intérieure est finie. Ces surfaces sont 
les surfaces quarvables^ elles correspondent aux courbes rectifiables. 

Soit a Taire intérieure de S. Supposons que Tensemble des projections des 
points de S sur le pian des xy contienne un domaine. Soit un rectangle 
A Ti C D de cótés parallèles à o a: et o y et contenu dans ce domaine. 

Soit une sèrie de surfaces polyédrales 5, , 6*. . . . qui tendent vers S et 
dont les aires «r,, a^ . . . tendent vers a. L'ensemble des projections des points 
de Si sur le pian des xy contient un rectangle AiJìidDi de cótés paral- 



(*) Nous aJmettons lei ((ue tous cós polygones forment bien une surface. 
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lèles k ox et oy. On peut supposer que Ai^ B,-, Cf, Di tendent vers Aj Bj 
Cj Dy quand i augmente indéfiniment. 

Soit /,• (y) la somme des longueurs des lignes polygonales sections de Si 
par y=yij U{y) sera indéterminée si dans le pian d'ordoniiée y se trouve 
une face de 5,-, nous ne nona occuperons pas des valeurs de y pour lesquelles 
cela a lieu. Soit /,• la limite inférieure de /,(//) quand y varie de y,- ordonnée 
de AiBi à y'i ordonnée de Did. On a évidemment 

a, ^ /, {y'i — y). 

Or ùi tend vers f/, y'i — y, tend vers la longueur du còte B C, donc la 

plus grande des limites vers laquelle tend /, est au plus -| ^-^7 > quantité 

finie. D'ailleurs /,• {y) étant continue la valeur /, est atteinte pour une valeur 
ai de y. 

La section de S, par le pian y==cti se compose d'un nombre fini de li- 
gnes polygonales qui décomposent Si en un nombre fini de morceaux. 

Supposons choisis sur S deux points M et N se projetant sur le pian 
des xy de part et d'autre de la bande comprise entro les droites indéfinies 
AB et CD, et soient Mi et Ni des points de Si qui tendent respectivement 
vers M et N. Les projections de 3f/ et Ni sont, dès que i est assez grand, 
de part et d'autre de la bande comprise entro les droites indéfinies AìBì et 
Ci Di] Mi et Ni appartiennent alors à deux morceaux différents de S,; dé- 
signons par L,- Fune des lignes composant la section de S; par y = a,- et choisie 
de fagon que 3f,- et Ni soient sur Si de part et d'autre de L,-. L,- est de lon- 
gueur au plus égale à /,. 

Nous verrons, §§ 95 et 96, que certaines des L^ ont une courbe limite L 

dont la longueur au plus égale à -. ^7-7, • 

° ^ ° long. J? 6 

L est d'ailleurs une courbe piane situóe dans le pian y = y^ a élant la 
limite des nombres a/ correspondant aux courbes L, cousidérées. De plus L 
divise S en deux morceaux, Tun contenant 3/, Tautre contenant N. 

Donc toute siirface quarrahle i)eìU vive divisée en deux morceaux 'par 
une courbe rectifiable^ on peut de plus supposer que cotte courbe est dans 
un pian parallèle à un pian P donne. Mais la démonstration précédente sup- 
pose qu'il existe un pian perpendiculaire à P sur lequel l'ensemble des pro- 
jections des points de S contient un domaine. Les seules surfaces pour les- 
quelles cela n'a pas lieu sont celles qui sont sommes de surfaces portées par 
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(Uh plans parallèlcs à F et de surfaces dont Tensemble dee points est aussi 
l'enHemblo des points d'uno courbe dont la projection ne remplit aucun domaino. 
De» raigonnements longs mais simples, analogues à ceux que nous venons d'em- 
ploycr, permettont de montrer que le théorème précédent s^applique aussi à 
ces flurfacefl, doiìc toute surface quarrahle petit étre décomposée à Paùfe de 
courbea rectifiuhles en un nombre fini de surfaces dont les aires intérienres 
sont aussi petites que Von veut. 

62. Considdrons une surface quarrable S et soit une suite de divisions 
de S en un nombre fini de surfaces à Faide de eourbes quarrables. De telles 
divÌHÌon8 cxintent toujours d'après ce qui précède; de plus on peut supposer 
(pio, dans la i'^'"** division Z),, le tnaximum de la distance de deux points d'un 

memo moreeau soit i/, e,- tendant vers zèro avec -.-. Soient Ay jB, C. les n 

morcoaux qui proviennent de la division /),; a, 6, e... les contours de ces 
morceiHix. Soient «, /3, y . . . des surfaces polyédrales dont les aires diflfèrent 

do moins do des aires minima de a, ò, e ... et dont les frontières diffèrent 

n 

do moins do i; do ces frontières. On peut enfermer A dans un cube de coté 
«, et noui^ poHvons supposer que a est tout entière dans ce cube. 

Cooi posò, lo raisonnement du § 59 nous mentre qu'il est possible de 
oonstruiro uno surface polyédrale S,- dont l'aire soit aussi voisine que Ton 
Yout do la sommo des aires des «, /3,..., c'est-à-dire dont l'aire soit plus 
petite quo la sommo des aires minima des a, b . . . augmentée de e cu du 
moina aussi voisine quo l'on veut de cotte somme. 

Sì Ton fait corrospondre point à point a et .4 les points correspondants 

sont distants au plus de «,^3, dono on peut supposer que S, et S ae corres- 
pondont point i\ point, le maximum de la distance de deux points homologues 

òiant aussi voisin quo Ton veut de t, \ 3. 

Los surfaces >\ ont donc pour limite 5 et par suite la plus petite limite 
do Knu^ airos est au moins t^gale a\ l'aire intérieure de 5. 

Auaohons ;\ ohaquo di vision A* ^^ nombre w,- somme des aires minima 
des oontours ii, /> • • • L'aire intórieure de 5 est au plus égale à la plus petite 
limilo dos nombros mi. 

Oousìdòrons u!\o suite do surfaces polyétlrales 2p tendant vers 5 et dont 
los airos londont vors l*aire iniòrioure do 5. Tra^^ns sur olles des coiirbes 
qui UMuiont vor^ a. h, o , . , On divìso ainsi i\i» en m morceaux qui tendent 
re^jHVUvomont vor$ Ay />.••• et dont la somme des aires tend Ters une li* 
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mite Bupéricure à la sommo des aires minima de a, b . . . Dono, quel que 
soit t, fili est inférieur a Taire intérieure de S. 

Dono quelle que soU la suite de divisions Di, les nombres mi corres- 
pondants ont une Ihnite: Vaire intérieure de S. 

De cotte définition de Taire intérieure résulte que si Ton divise une 
surface S en deux surfaces S, , S« par une courbe quarrable, Taire intérieure 
de S est la somme des aires intéricuros de »S', et S«. Dono si Von pose le 
problème des aires avec les condilions i, 2, 3 his^ 4 il est possible et d^une 
seule manière pour les surfaces limitées par des conrbes quarrables^ Vaire 
d'une surface élant son aire intérieure. 

63. Nous dirons qu'une courbe C tracée sur une surface S est quar- 
rable sur cette surface s'il est possible de Tenfermer dans des morceaux 
de S dont la somme des aires est aussi petite que Ton veut; le mot aire 
ayant le sens qui vient d'ètre indiquó. 

Supposons tracée sur S une courbe C fcrmée qui partage S en deux 
morceaux. L'un d'eux est intérieur à C. Dans ce morceau lìous pouvons 
tracer des courbes quarrables Ci divisant S en deux morceaux et tendant 
vers C; d limite sur S une surface 5,-, il est évident que Taire de Si tend 
vers Taire intérieure du morceau 1 limite par C. Au contraire si Ton con- 
sidère des courbes d tendant vers C, mais extérieures à 2, il se pèut que les 
aires des surfaces Si que limitent les C, ne tendent pas vers Taire intérieure 
de celle limitée par C. Un raisonnement tout-à-fait identique à colui qu'em- 
ploie M/ Jordan pour le cas où S est un pian (Cours d'Analyse, 2® édition 
§ 36) mentre que les aires des 5, tendent vera une limite déterminée, Vaire 
extérieure de 2 sur S. 

Dans le cas oh C est quarrable sur la surface et dans ce cas seulement 
ces deux aires (intérieure et extérieure) sont égales. 

On voit qu'une courbe de S quarrable dans Tespace est quarrable 
sur S. Ceci revient à dire que si Ton considero sur S une famille de courbes 
quarrables dans Tespace C(a) variant d'une fagon continue avec X, la courbe 
C(l) limitant sur S une surface S [l\ Taire de S (X) est une fonction con- 
tinue de X. 

64. Nous pouvons maintenant démontrer que Taire d'une surface satisfait 
à la condition 3 du problème des aires. Soit une surface S divisée par des 
courbes en morceaux Si , St . . . Nous pouvons remplacer chaque surface Si 
par une surface S'i qui la comprend de fagon que la différence des aires 
entro S',- et Si soit inférieure à un nombre choisi arbitrairement c/. 
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Pouf démontrer que la somme des aires des S/, qui n'est pas supérieure 
à l'aire de S, ne lui est pas inférieure, il suffit donc de démontrer qu'il en 
est de mème de la somme des aires des S'/. Chaqi>e point de S étant inté- 
rieur à l'un des Si cela serait évident si les 5',- étaient en nombre fini, à cause 
de ce qui précède. Or, en reprenant le raisonnement que M/ Borel emploie 
à la page 42 de ses Legons sur la théorie des fonctions et qui nous a déjà 
cté utile, on voit qu'il suffit de choisir convenablement un nombre fini de 
surfiices S'i pour que tout point de S soit intérieur à Tane d'elles. 

Le problème des aires pose avec les conditions i, 2^ 3, 4 est donc 
possihle et d'une setile manière pour les surfaces limitées par des courbes 
quarrableSj Vaire d'une surface étant son aire intérieure. 

On verrait aussi que dans la définition de l'aire intérieure à l'aide des 
divisions Di du § 62, il est inutile que ces divisions ne fassent intervenir 
qu'un nombre fini de morceaux. 

Remarquons que cette définition de l'aire intérieure d'une surface est 
analogue à la définition de la longueur d'une courbe comrae limite des pé- 
rimètres des polygones inserita. Un polygone inscrit définit en effet une division 
de la courbe à laquelle nous faisons correspondre une division de la surface 
à l'aide de courbes quarrables. A la longueur d'un coté ab d'un polygone, 
c'est-à-dire à la limite inférieure des longueurs des courbes qui joignent les 
deux points de djvision consécutifs a, ò, nous faisons correspondre la limite 
inférieure des aires des surfaces limitées par C l'un des contours quarrables 
qui intervieni dans la division de la surface. 

L'analogie se poursuit plus loin encore, car il est possible de démontrer 
qu'étant donnée une courbe fermée C il existe une surface limitée à (7 et ayant 
pour aire intérieure l'aire minima de C'(*;. Ces surfaces correspondent aux 
cótés des polygones inscrits. 

65. En geometrie élémentaire on définit les aires des surfaces cylin- 
driques, des surfaces coniques et des surfaces convexes; il nous est facile de 
légitimer ces définitions. 

Soient un cylindre limite à deux sections droites et i4, B deux de ses ge- 
neratrice?, elles découpent sur la surface un morceau D. La projection sur 
le pian de ^ et J5 d'une surface polyédrale qui tend vers D couvre un do- 
maine qui tend au moins vers le rectangle limite par A^ B\ donc l'aire de 
cette surface polyédrale tend au moins vers l'aire de ce rectangle. De là 



(*) Voir chapitre VI. 
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résulte que l'aire d'un cylindre est au moins celle de tout prisme inscrit. 
Mais si les faces d'un te! prisme tendent vers zèro le prisme tend vers le 
cylindre et par suite son aire tend au moins vers celle du cylindre, doiic 
exactement vers cette aire. 

La mème démonstration s'applique au cóne. On voit que les cylindres 
de directrices planes rectifiables et que les cònes de directrices sphériques 
rectifiables sont seuls quarrables. 

Soit une surface S fermée convexe, c'est-à-dire ne rencontrant aucune 
droite en plus de deux points; et soient S, , 5,... des surfaces polyédrales 
fermées tendant vers S et dont les aires tendent vers l'aire intérieure de S(*). 

Soit un point intérieur à S. Prenons par rapport à les homothé- 
tiques S't^ S\... de 5,, S, ... les rapports étant tels que S',- n'ait aucun 
point intérieur à S. Il suffit pour cela que le rapport relatif à S,- soit 

^- — 9 si deux points correspondants de S et S'i sont distants d'au plus e/ 

et si R est le minimum de la distance de aux points de S, et puisque e, 

tend vers zèro avec — l'aire de S est la limite des aires des 6",. 

Ceci pose considérons un polyèdre convexe P inscrit dans 5; tous les 
points de P étant intérieurs à S et par suite à S\' l'aire de P est inférieure 
à celle de S'. , c'est-à-dire au plus égale à celle de S. Si donc nous consi- 
dérons une suite de polyèdres convexes inscrits dans S et tendant vers S on 
voit, d'une part que la plus petite limite des aires de ces polyèdres n'est 
pas inférieure à l'aire de S, d'autre [mrt que la plus grande limite ne lui 
est pas supérieure, c'est-à-dire que l'aire de S est la limite des aires des 
polyèdres convexes inscrits tendant vers S. 

Si l'on ne considère qu'un morceau de S limite par une courbe quar- 
rable le mème résultat est vrai, comme il résulte de la démonstration pré- 
cédente, Reraarquons d'ailleurs que tonte section piane de S étant convexe 
est rectifiable et par suite quarrable. 



(•) Paisque nous avons défini une surface fermée comma ajant tous ses points 
frontiòres confondus en un point i4, nous pouvons seulement affirmer que les frontières 
des S{, tendent vers A, et non pas que les Si sont fermées. Mais en coupant Si par une 
spliòre -^ de centre .4, ce qui détermine autoup de la frontière de Si une courbe C; et 
en fermant la portion de Si extérieure a 2,- par Tune des portions limitées par d sur 
-/, on reraplace Si par une surface fermée, laquelle est polyédrale si l'on emploie à 
la place de ^,* un polyèdre convenable inscrit dans i'i. 

Armali di Matematica, Serie III, tomo VII. 41 
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On Toit aussi que si une surface convexe S enveloppe une surfaoe 
convexe S Taire de S est supérieure à celle de S'; de là résulte que Taire 
de S' est finie si celle de S est finie et cornine on peut prendre pour S un 
cube, toute surface convexe est quarrable. De plus son aire peut étre définie 
comme la limite supérieure de celles des polyèdres convexes inscrits. 

Les exemples de ce paragraphe montreiit que Ton pourrait en geometrie 
élémentaire definir d'une manière generale Taire d'une surface S comme la 
plus petite limite des aires des surfaces qui tendent vers S* 

66. Pour les surfaces simples que nous venons d*examiner Taire se 
calcule par une suite dénombrable d'opérations. Dans le cas general, pour 
calculer Taire de la surface par les procédés précédemment indiqués, il faut 
d'abord diviser la surface en morceaux aussi petits que Ton veut par des 
courbes quarrables. Nous savons obtenir une telle division si la surface est 
donnée comme limite de surfaces polyédrales dont les aires n'àugmentent pas 
indéfiniroent. 

Supposons la surface S donnée par: 

x^fiu, v), y=^(f{uj v), z = il,{u, r); 

Uj V décrivant un domaine D. Coupons cette surface par a; = X, ce qui donne 
sur S un nombre fini ou infini de courbes. Soient sur S deux points M, N 
que nous supposons de part et d'autre de x — X; nous appellerons C(X)Tune 
des courbes sections de S par x = X, qui séparé S en deux morceaux, Tun 
contenant 3f, Tautre N. A C(X) correspond dans le pian {u, v)y{'k). Soit D, 
une partie de D balayée par ^(X). 

Inscrivons dans /(X) un polygone de còtés égaux à /i et soient P^X, ^) le 
polygone correspondant inscrit dans C(X) et /(X, /,) sa longueur. /(X, /,) est 
une fonction continue de X, on peut donc la definir par une infinite dénom- 
brable de valeurs, celles qui correspondent aux valeurs rationnelles de X; et 
par suite trouver son minimum m (/,) et la valeur X^ pour laquelle il est at- 
teint. 

Soient /, , /t,... tendant vers zero, les valeurs X,, X,,... correspondantes 
ont une valeur limite Xo; C {IJ) a pour longueur la limite de m(/i), m(lt).,. 
et c'est la courbe de plus petite longueur parmi les C(X^. Donc si w(/,), 
m(/,) . . . augmentent indéfiniment S n'est pas quarrable; sinon on sait diviser 
S en deux morceaux par une courbe quarrable. 

On peut donc par une infinite dénombrable d'opérations savoir si une 
surface est quarrable et, si elle Test, trouver son aire. 
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67. Démontrons que toute courbe quarrable sur une surface z == /"(.r, y) 
est quarrable dans Tespace. Soit r une courbe quarrable sur la surface con- 
BÌdérée S; enfermons-la dans un morceau D de S limite par une courbe 

rectifiable C, soit / la longueur de C. Faisons subir à D les tr.'Uìslations — > 

parallèles d'une part k oz^ d'autre pait k z o. Les nouvelles positions de D 
et l'ensemble des positions occupées par C constitue une surface fermée dont 
Taire est deux fois celle de D augmentée de e. Celte aire peut donc Atre 
rendue aussi petite qu'on le veut; et puisqu'une surface fermée peut ètre 
remplacée par une surface polyédrale voisine, Taire étant ehangée aussi peu 
qu'on le veut, r est quarrable dans Tospace. 

Cette propriété s'applique en particulier au pian, ainsi que nous Tavions 
annoncé; mais elle n'est pas generale, c'est-à-dire qu'une courbe non quar- 
rable dans Tespace peut ètre quarrable sur une surface. 

Considérons en effet une courbe piane fermée non quarrable C et une 
circonférence r intérieure k C. C n'est pas quarrable dans Tespace et cepen- 
dant C est quarrable sur la surface quarrable formée d'une part de la sur- 
face limitée par C sur le pian, d'autre part de la couronne limitée sur le pian 
par C et r. 

68. Nous considérons les surfaces: 

X = /"(m, v), y = y (w, i;), z = ip (m, v) 

ayant en tout point un pian tangent et telles que /", y, ip aient des dérivées 
partielles du premier ordre continues. 

Isolons sur la surface un morceau qui, par rapport à des axes convena- 
bleB, ait pour équation z « f{Xy y), le pian tangent n'étant jamais paral- 
lèle k oz. 

Soit D le domaine projection sur oxy du morceau considerò S; soit M 
le maximum de la valeur absolue des dérivées du premier ordre. DivisonsZ) en 
carrés de cótés parallèles k o x et o y ; supposons tous ces carrés de coté a et 
soit n le nombre de ceux de ces carrés qui sont intérieurs à D (nous négli- 
gerons ceux qui ne sont pas intérieurs k D). 

Soient a Py i Tun de ces carrés, C la courbe qui lui correspond sur ^, 
«' /3' / d' le parallélogramme qui se projette sur o. ^y à et qui est dans le pian 
tangent en un point ;, )?, C du morceau de !S limite par (7. 

La différence entro l'aire de ce parallélogramme et Taire minima de C 
est au plus Taire de la partie du prisme projetant C limitée par cotto courbe 
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et a jS' y J'. Si nous dósignons par e le maximum de la variation des déri- 
vées partielles dans Tun quelconque des n carrós, cette aire est au plus 
2a«£.4. 

L'aire de a (i' y i' est 



^ 



r*(;, «)V/-V(i; *,) + !. a«. 



à 



L'aire intérieure de 1, ou plutót de la partie de 1 qui se projette 
l'intérieur des carrés considérés, est égale à 

à moins de Sa' nt près. Or A tend, quand a tend vers zèro, vera l'intégrale 

jj TTTTT+Tdxdy 

étendue au domaine Z); a*n est inférieur à Taire de Z), e tend vers zèro 
avec a, dono l'aire est donnée par l'intégrale 

jj^iTfTTTldxdy. 

Il suffit d'un changement de variables pour retomber sur la formule 
connue : 

J Jy (w, v) (w, V) (m, t;) 

Nous avons en mème temps retrouvé la définition qu'emploie M/ Hbrhite. 

69. Il serait intéressant de savoir si, dans tous les cas où l'intégrale 

précédente existe, elle représente l'aire et dans quels cas cette intégrale existe. 

Les méfhodes du § 50 avec lesquelles nous avons fait dans le cas des 
courbes l'étude analogue, permettraient peut-ètre, bien que des difficultés nou- 
velles se presentente d'examiner le cas où il existe en tout point un pian 
tangent. Mais il faudrait encore étudier le cas où les dérivées partielles de 
a:-, y, z existont sans que le pian tangent existe. 

J'indiquerai seulement le resultai suivant dont la démonstration est fort 
simple. Si les dérivées de a*, y, z^ considérées corame fonctions de u ou de t;, 
sont toutes inférieures en valeur absolue à un nombre M l'intégrale précé- 
dente donne une limite supérieure de l'aire. 
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10. Dans le chapìtre III nous avons appri8 à former des fonctions qui 
définissent la courbe rectifìable la plus géni^rale; nous ne résoudrons pas le 
problème analogue relatif aux surfaces quarrables (*), nous allons montrer seu- 
lement que Fon peut definir une famìlle intéressante et fort étendue de sur- 
faces quarrables qui jouit de propriétés analogues à celles de la famille des 
courbes rectifiables: c'est la famille des surfaces recti fiables. 
Nous dirons qu'une surface S 

X = f{uy v), y = ^ f>, v), z^^ [Uj v)j 

définie pour un certain domaine D du pian (ti, v)y est rectifìable si, à tonte 
courbe rectifiable de D correspond une courbe rectifiable de S. 

Sìgnalons d'abord une diflférence entre les courbes et les surfaces recti- 
fiables. Dire qu'une courbe est rectifiable c'est donner une propriété de Ten- 
semble de ses points; dire qu'une surface est rectifiable c'est donner une 
propriété de l'ensemble de ses points et une propriété de la représentation 
particulière qui definii la surface. En d'autres termes, une surface rectifiable 
peut cesser de l'ètre si l'on change de représentation paramétrique. Par exem- 
ple, la demi-sphère 



n'est pas rectifiable, et la demi-sphère 

a: = B sin tf cos y, ff = R sin 6 sin y, z=R cós 6 
l'est. 

Il est d'abord évident que pour qu'une surface soit rectifiable il faut et 
il suffit que ses projections le soient; qu'il s'agisse de projections sur des plans 
ou sur des droites. Nous pouvons dono raisonner sur la surface 

X = f{u, v), y = 0, ^ = 0. 

Soient cf, b deux points du pian (w, v\ A et B les points de la surface 
qui leur correspondent. Nous allons démontrer que le rapport 

distance AB , , . 

distance ab ^ ' ^ 



(•) Cépendant, une surface quarrable ótant limito de surfaces dont les aires n'aug- 
mentent pas indéfiniraent, il est facile d'indiquer un procède rcguliep permettant d'obtenir 
toute surface quarrablo par une suite dénombrablo d'opcrations. Mais un tei procède n'est 
pas comparable pour la siiuplicité à colui qui fournit Ics courbQ3 rectifiables. 
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est limite. En effet, 8*il ne l'était pas, on pourrait trouver nne suite a,, 6,; 
a,, bt'y.., telle que les rapports correspondants uugmentent indéfiniment; on 
pourrait mème supposer que les points a, d'une part, bi d'autre part ont des 
points limites a et b. a et h sont confondus^ sans quoi r (a, b) seraìt infini, ce 
qui est impossible. Choìsissons une sèrie convergente à termos posìtifs dé« 
croissants, soit 

£l -p Cf -p • • • 

Soient aft^9 b^^ deux points dont les distances à a sont inférieures à et* et 

telfl que r(a«^, b^) est supérieur à -;-• Considérons la courbe obtenue en al- 

lant de a à Oa, en ligne droite, de Oa, à b^^ de b^^ k a^, et ainsi de suite 
assez de fois pour que le chemin parcouru sur Og,^ b^^ soit compris eiftre e, 
et 2 e, on arriverà ainsi soit en a^ soit en ,6i; on parcourt la droite qui joint 
ce point à a^ puis on va de a à a^^ et Fon parcourt sur a^^^b^^ une longueur 
comprise entro ct ^t 2 et et l'on va de a»^ ou b^^ à a et ainsi de suite. La 
courbe du pian (u, v) ainsi parcourue est de longueur au plus 

4 («i + «f H ). 

La courbe de la surface ainsi parcourue est de longueur au moins 

ei * et * 

dono de longueur infinie, ce qui est contraire à l'hypcthèse. 

Ainsi r (a, b) est limite, cotte condition est évidemment suffisante; on 
peut Texprimer ainsi: ìa condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
surface soit donnée sous forme rectifiable est que f{Uy t?), ^{u, v), ^ (w, v) 
considérées comme fonclions de la seule variable u ou de la seule variable v 
aient des nombres dérivés bornés. 

Ocoupons-nous de la surface projection sur ox. Les courbes 

u^f,{t) !; = ?.(/), 

ft et (fi étant croissantes, qui joignent Uo^ Vo k u^ v ont une longueur au 
plus égale à 

U — Uo-\'V — Vo 

(nous supposons que Mq, % sont les plus petites valeurs de u et t; et que ti,, t;^ 
définit un point do la surface; il est facile de se débarrasser de cette hy- 
potlìèse)*! les courbes correspondantes de la surface ont dono des longueurs 
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dono 



au plus égales à 

3f \/ 2 (m + V — «0 — i?o) 

si les nombres dérivés de f sont inférieurs à M. 

Soit V{Uy v) le maximum de ces longueurs, c'est une fonction croissaiite 
de II et de v dont les nombres dérivés sont inférieurs à M. 
D'ailleurs si 

Wi>«,, V. >t;,, 
on a: 

F(ll», t?.)- F(M,, v,)^\fiu,, |;.)-/'(,W,, v.) I, 

sont des fonctions croissantes de w et t? et /*(w, r) est la différence de deux 
fonctìons croissantes dont les nombres dérivés sont inférieurs à M. 

Si nous avions recherché la condition pour qu'à toute courbe rectifiable 
< = ;( (5) de l'axe des t corresponde sur la courbe 

^«A'), y-9{t)y z^^it) 
une courbe rectifiable 

nous aurions aussi trouvé que /*, y, ^ sont des différences de fonctions crois- 
santes à nombres dérivés boniés. 

71, Montrons que les surfaces rectifiables sont quarrables. Divisons le 
domaine D da pian («, v) en carrés. Soit a le coté de Tun d*eux, la courbe 
qui correspond à son périmètre a une longueur au plus égale k A Ma. L'aire 
minima de cette courbe C est au plus l'aìre du cóne dont le sommet est 
sur C et dont C est la directrice. Or on obtient cette aire comme limite des 
aires analogues relati ves aux polygones inscrits dans C et tendant vers C; 
l'aire minima de C est dono au plus égale à celle que lìmite dans le pian 

une courbe de longueur iMa c'est-à-dire au plus Taire — - - du cercle 



<• 



de circonférence 4 Ma, 
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L'aire de la surface est dono au plus celle du domaine D multipliée 

par - . 

<• 

Une surface rectifiahìe est clone quarrable et le rapport de Vaire d'un 
morceau de surface à l'aire de la parile correspondante du pian (w, t;) est 
home. 

72. L'ensemble des surfaces rectifiablcs est fort étendu; il comprend 
par exemple toutes les surfaces analytiques, tous les cylindres et cónes dé- 
veloppables(*), toutes les surfaces convexes, à condition de choisir convena- 
blement la représentation paramétrique. Mais il existe des surfaces quarrables 
qui ne sont pas rectìfiables, quelle que soit la représentation paramétrique 
choisie. 

Considérons en elfet dans le pian des zx une courbe z = f{x\ passant 
par l'origine, déBnie pour 0<x<Cl et telle que, s étant l'are, on ait: 

ds 1 

d X X 

Cette courbe n*est pos rectifiable, mais tout are de cette courbe ne com- 
prenant pas l'origine Test; c'est-a-dire que le cylindre z = f(x) n'est pas 
quarrable mais que tout morceau ne rencontrant pas l'axe des y l'est. 

Considérons la partie de cylindre qui est située entre les plans a: = 0, 
x»y; elle est quarrable et d'aire: 



1 t 

^rfx — l 



H'-i 



La surface comprenant ce morceau de cylindre et symétrique par rapport 
aux plans x = 0, // = 0, r = r/, r — — y est dono quarrable; mais il ne 
passe aucune courbe rectitìable de cette surface par l'origine, donc elle ne 
peut ètre mise sous forme rectifiable. 



l*) Chapitre V. 
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CHAPITRE V. 
Surfaces applicables sur le pian. 

73. Nous nous servirons de ]a propriété suìvante : 

Si dans tout intervalle les fonctions (fj /",); (y, y,); (t//, ipi) ont les inènies 
variations totales finies les deux courbes (/", y, ip) et (/*, , y, , t//,) ont la mème 
longueur. 

En effet, soit une division de l'intervalle de variation de t 

to j Tj j • . • tfi , 

La longueur de la première courbe a pour valeur approchée 



« 

Soit V [f(t)] la variation totale de f entre to et L 
La somme précédente diffère de 

2 \/t^[A^-+.)l-t;tMf)f+ 4? (<.'+.)] -t;[?(^ò]'+ 'i[^{t,^,)]-v[^(t,)] 
de moins de 



2^%,+lf|m+.)]-t;[A</)]!-lAU)-A^)l = S4AM -siAU)-/(<.);. 

Donc la longueur peut ètre définie comme la limite de 

^ \lv[f{t,^.)]-v[f{t,)f+ v[<f{t,^,)]~v[^{t,)]+ v[^{t,,,)]-v[^{i;n 

et cette somme est la mème pour les deux courbes. 

74. Considérons une courbe rectifiable quelconque C, x = f{t)j portée 
par Taxe des ar, effectuons la transformation ponctuelle X= (f (a;), 9. étant 
continue. A la courbe C correspond la courbe r, X=(f[f{t)]. Proposons- 
nous de rechercher quelle doit ètre la fonction (f{x) pour que C et r aient 
toujours la mème longueur. 

Si la fonction f{t) se réduit à <, F a pour équation X = (f{t\ ce qui 
mentre que (f{x) doit avoir entre to et <, une variation totale égale à <, — t^. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo VII. 42 
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eflfet, 8i C est définie par f{t), <f (t), '^ (<), T est définie par F [f{t)], [9(0], 
W [i// (/)] ; et les deux fonctions telles, que /*(/), F [f{t)]y ont, dans tout intervalle, 
la mème Tariation totale et il en est de mème pour y(/), ^[^(O]') ^(0) 
Y[^(/)]. 

La transformation dont il s'agit fait correspondre à chaque point de 
l'espace (a:, t/, z) un seul point de Tespace (X, F, Z). Mais à un point de cet 
espace peut correspondre un ensemble de points de (ar, y, z) ayant la puis- 
sance du continu. Si la transformation était biunivoque, ce serait une sy- 
métrie plus un déplacement ou un déplacement. 

Remarquons encore qu'à tonte courbe de l'espace (x, y, z) correspond 
une courbe de l'espace (X, F, Z) mais que la réciproque n'est pas vraie. 

76. Soit une surface S, appliquons lui la transformation ponctuelle du 
paragraphe précédent; on trouve une surface 2. A tonte courbe tracce sur S 
correspond une ligne de mème longueur tracce sur 2; à toute courbe de 1 
correspond une courbe de S car, se donner une courbe sur S ou sur I, c'est 
se donner une courbe dans le domaine pian (w, v) qui sert à definir S. 

Entre les points de S et de ^ on peut établir une correspondance biu- 
nivoque ielle qu^à toute courbe rectifiable tracée sur Vune des surfaces corres- 
ponde sur Vautre une courbe de mème longueur. 

Deux surfaces qui jouissent de cotte propriété sont dites applicables Vune 
sur Vautre, Cette définition n'est intéressante que si par tout point des sur- 
faces considérées passent plusieurs courbes rectifìables. Elle aurait peu d'intérèt 
s'il s'agissait de cylindres à section droite non rectifiable, car sur de tels 
cylindres les génératrices sont les seules courbes rectifiables. 

La définition précédente n'aurait plus aucun sens s'il s'agissait de surfaces 
de la forme 

^ = /'(^) + ?(y) 

f et (f étant à variation non bornée, de telles surfaces ne contenant en ge- 
neral aucun are de courbe rectifiable. 

77. Il est, au contraire, très intéressant de savoir si deux surfaces ana- 
lytiques sont applicables l'une sur l'autre. On sait que, pour une surface 
analytique 

X = f{u, v\ y - f (m, v)j z^^ (w, v), 
Ì9' longueur d'un are correspondant à des fonctions u^ v ayant des dérivées 
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continues, a pour différentielle 



==Edu' + 2Fdudv + GdvK 

Pour que deux surfaces analytiques soient applicables l'une sur l'autre, 
les points (t/, v) des deux surfaces se correspondant, il faut que pour les 
deux surfaces les quantités E, Fj G soient les mèmes. 

Montrons que ces conditions sont suffisantes; cela est évident pour les 
courbes analytiques et pour celles qui sont composées d'un nonìbre fini d'arcs 
analytiques. 

Soit maintenant un are rectifiable quelconque sur une surface analyti- 
que S' Considérons un ligne polygonale F inserite dans cette courbe. Aux 
souìmets de P correspondent dans le pian (w, v) des points que nous considérons 
corame les sommets d'un polygone n du pian des (w, v)) soit fi la courbe 
de S qui correspond à r.. Nous allons démontrer que, lorsque les cótés de P 
sont assez petits, la différence des longueurs elitre P et n est aussi petite qu'on 
le veut. 

Soit A B un coté de P, aè le coté correspondant de tt. Evaluons le rap- 
port long .AB: long .ab. Si les coordonnées de a et 6 sont (w, v); (m + ^ cos fi, 
i; + < sin 9) ce rapport est : 

(4-f ) = '-' («^^ t;, e, = )- S [f(u + tcoBe,v + t sin e) - fin, v)y. 

Cette fonction n'est définie que pour ^='=0, nous poserons 
r*(w, r, 5, 0) = jB7co8*ff + 22^8Ìn5cos5 + (rsin'e. 

La fonction r' ainsi définie est continue par rapport à l'ensemble ti, Vj 
5, 0. Cela est évident si <=I=0; montrons qu'il en est encore ainsi pour le 
point fio, Vo^ 9qj 0. Si cela n'était pas il serait possible de trouver une suite 
de valeurs ti,-, t;,-, Oij ti tendant vers Uo, Vq^ do, les valeurs correspondantes 
r'(w,-, t?,-, 6ij ti) ne tendant pas vers r*(wo, t?o, ^o, 0). Dans une telle suite 
aussi loin que l'on aille, on trouvera des valeurs de ti différentes de zèro, 
car r («, v, ff, 0) est continue par rapport à l'ensemble w, t?, 6. On peut donc 
supprimer tous les groupes u»-, t;,-, $/, t, pour lesquels ti est nul, ou, ce qui 
revient au mème, supposer tous les ti différents de zèro. Nous avons à cher* 
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cher la limite de 

^ S [f{Ui + ti C08 Oi , Vi + ti sin Oi) — f{Ui , Vi)y. 

Ceci s'écrit 

5 [fu (Wi + yi'i ti cos 9i y Vi -}- >?'» '• sin 9i) cos ff,- + 
+ fv (w* + n i ti cos 5,, t?f + T^'i ti sin ff,) sin $J*. ' 

Les norabres )7'j correspondant à /*, >}/ à ?, )77' à ip étant compris entre 
zèro et un. 

Les dérivées premières soni continues par rapport à l'ensemble ti, v dono 
la limite est 

S[fu{Uoy t?o)C08tfo + /"r(Wo, t?o)6Ìnffo]' = r'(Wo, Voj Ooj 0). 

La fonction r* (w, t?, 5, <) étant continue, on peut trouTer une valeur )7 
ielle que, pour 

on ait: 

|r(u,, r,, 5, <,) — r(«,, v,, 6, f,)l<«- 

Supposons tous les cótés de n de longueur inférieure à >? et soit AaB 
Tare de II correspondant au coté a b de tt. Evaluons la longueur de oet are. 

Pour cela inscrivons un polygone Q dans Tare, un coté M N de ce po- 
lygone correspond à un segment m n porte par le coté a 6 et Fon a, en con- 
servant les notations précédentes 



long mn \ 7 7 i / 



<«. 



Donc 

1 long AolB - long ab .r (w, r, 5, 0) I < long ab .z 

Mais on a aussi 

I long AB — long ab .r (u, t;, 5, j j < long a 6 . e 

Et par suite 

long A a. E— long .4 B < 2 long a 6 • e 

On en déduit: 

long n — long P < 2 long n . e. 
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La longueur de n tend vers la longueur de la courbe e du pian des (w, v) 
qui correspond à la courbe considérée C de Tespace, Montrons que e est 
recti 6able si la surface dont il s'agit n'a pas de point singulier. On sait 
qu'on appelle ainsi ceux pour lesquels les trois déterminants fonctionnels tels 

que jjf--- i sont nuls. (Il s'agit là soit de poinls singuliers de la surface, 

soit de points singuliers de la représentation paramétrique en Uj v). 

Les dériv<5es preraières de /", y, ip ne s'annulent dono pas en mème temps 
et par suite r* (w, t?, tf, 0) est toujours supérieur à un nombre fixe positif. 
Si Ton choisit r assez petit il en est de mème, pour < < < t, de r* (w, v, tf, t) 
que nous supposerons supérieur à 3f* > 0. 

Donc on a: 

long ab l ^ ^. 

et par suite 

long e 



long C ^ M 

et puisque C est rectifiable e Test. 

La diflférence long II — long P tend donc vers zèro quand P tend vers C 
et l'on peut dire que: sur une portion de surface analytique ne contenant 
aucun point singulier la longueur d'une courbe C est la limite inférieure des 
longueurs des courbes de la surface dont C est la limite. 

Nous avons déjà vu que si deux surfaces analytiques S et 1 ont le 
mème ds^j à tonte courbe analytique, ou composée d'un nombre fini d'arcs 
analytiques de l'une correspond une courbe de mème longueur sur l'autre. 
La courbe que nous avons désignée par TL est composée d'un nombre fini 
d'arcs analytiques, la définition de la longueur que nous venons de trouver 
prouve donc qu'à tonte courbe rectifiable de S correspond une courbe de 
mème longueur sur 2 et inversement. 

Nous avons retrouvé le résultat classique pour que deux surfaces ana- 
lytiques soient applicables l'une sur l'autre, les points de ces deux surfaces 
correspondant aux mèmes valeurs de w, v etani homologues: il est nécessaire 
et suffisant qu'elles aient mème d s^ (*)• 



(*) Oli pourruit étendre ce rósultat à des cas plus généraux, en ne supposant pas les 
surtaces analytiques. Mais ce qui précède suffit pour légitimer les applications que Too 
fait de la mèthode classique. 
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78. Demandons-nous maìntenant si toùtès lés surfaces applicables sur 
une surface analytique sont analytiques. 

Par exemple toutes les surfaces applicables sur le pian sont-elles analy- 
tiques ? — Soit C le c6ne 

On saity d'après la théorie classique, qu'il est applicable sur le pian. Ef- 
fectuons la transformation porictuelle 

W ayant entre Zq et Zi une variation totale égale h \zq — 2?, (. A C correspond 
une surface r applicable sur C\ F est de revolution et n'esini un c6ne, ni un 
cylindre, c'est une surface non analytique. Si en particiilier nous prenons 
pour la fonction V l'une de celles qui ont été définies au chapitre III et qui 
ont des maxima et des minima dans to\it intervalle (*) la surface F est 
une surface de revolution applicable sur le pian et ne contenant aucun seg- 
ment de droite (**). 

79. Des exeraples analogues à celui qui précède peuvent ètre obtenus 
par des procédés diflférents, Occupons-nous toujours des surfaces applicables 
sur le pian. 

La théorie classique mentre que les développables analytiques sont appli- 
cables sur le pian. Soit S une telle développable, G Fune de ses génératrices, 
Q partage S en deux morceaux S^^ S^. 

Faisons glisser S, le long de (j, puis faisons tourner Si autour de G, 
Après cette doublé opération géométrique on obtient une nouvelle surface - 
qui est applicable sur le pian ou plus exactement dont un morceau compre- 
nant un segment de (?, plus ou raoins grand suivant la grandeur de la trans- 
lation de Sf , est applicable sur le pian. 

La mème opération répótée un nombre infini de fois pour une infinite de- 
nombrable de génératrices formant un ensemble partout dense sur la surface 
donnera, si les translations et les rotations sont convenablement choisies, une 
surface réglée applicable sur le pian et ne contenant aucun morceau de dé- 
veloppable, X 



(*) C'est-à-dire que/'(jT) étant la fonction définie au § 48 nous posons V(a:) ^/"(ìf). 
(**) D'une fa(;on plus précise la méridienne de F ne contieni aucun segment de 
droite, mais de plus P ne peut contenir un morceau de surface gauche de revolution 
donc r ne contieni pas de droite. 
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Vftinimn mAintonant une développable analytique S et soit C ane coarbe 
mfi\^i\f\m triwM nnr S, WteMnonn U correnpondance entre S et le pian, soit e 
hi lriiu4orm/téi ih (!. Boient A un point quelconque de C, P le pian tangent 
m\ A h H^ Q \i) pian oHCulaleur en ^4 à C, ot soit P' le symétrìque de P par 
v\%\i\m'i & Q, 

fi^M plaiiM /'' ainNi d/tfiiiis onvoloppont une dóveloppable S' dont on peut 
iMiilÌN(«r l'iipplication mr lo pian dn fagon qu'à C oorresponde e. Si C n'est 
pHN K^odi^niquA H ot n' Nont doux Rurfaces différentes. 

r partiiK» lo pian on deux rdgions i4,, i4,; C partage s en deux ré- 
IflotiM N,, N^ oommpondanl rospnctivemont à /1| et ^4,; de mème sur S' nous 
nvonn loM dfux r(t((ionN s\^ s\. 

Soli N la Murfaoo S^'\^ S\*^ o*est une surface non développable applicable 
Mur lo pian {^). 

Viìwv blon iìMUnv 1^ c'oRt^à-diro pour distinguer entre S, + S't et S^ + s*, 
nouN prononn arbitrairomont un point M sur 5, co point M fixera celle des 
rétftonn (pio nouM d^nignonn par ^^ . Dans toutes les opérations ultérieurcs ce 
point M rontom Hxo. 

)i po\it ^tro dd^Dnio commo la surface applicable sur le pian, formée de 
doux uunoonnx do dt^voloppablos analytiqucs dont la frontière commune est 
la W^w oorronpondanto ii r^ ot qui autour de M est confondue avec 5; ce 
\\w m\\^ vappoUo\Hu\» par la notation ^ (vS\ r, 3f). 

t^ii <%i ^i««« ^H ^^^^^^ M courl>es analytiques planes ne se rencontrant pas, 
\\\\\\^ d\^»iitfnoiH>ni* |mr iì(N, e», c^^...c^^Ìf) la surface applicable suìr le 
plaUi I\m uu^o do mon^oaux do dtW^lopi^iWes analytiques dont les lìgnes sin- 
V(ub*^h>* o*o*t^MUi^ W ^onti^iws wmnuuu^ss à deux morceaux analytiques — 
*^\ut lo* oouvl^oH qui oonvjjipoudout )^ e» » <*t > * • - ^ii » et qui est confondue aree S 
autwuv \\\\ point M 

S^MOut iwaintonant Co ^"»; ^%% ^tl--* des courbes analytiques planes ne 
*o \vno\M\traul |viHx 

^ W \\MutsNit 0,^ 0. ?^^wt \SM>x^n;^l^w^ni ehvvsc^^^ <>!s ^urÈwy;? auroot une 
^il^vN^ Un^^h" ap^NlK\^Ke s\ir l^ ivah^ 

l\^v \vhlv^u>r lV\^w\4e dii iviw^t;}^^ r«wxìe«t il £ftsi <rÌK)è$tr pou* 
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Burface S le còno 

z' = x' + y% 2r>0, 

pour courbes e,, e, celles qui correspondent aux parallèles de ce còne passant 
par les points ^4,, /?, (nolations du paragraphe 48) situés sur la generatrice 

y = 0, z = x 

et pour point 3/, l'origine 0. 

Désignons par 1 (S, e,, c\j e,, e',,... 0) la surface ainsi obtenue. 
80. On peut passer de cette surface à son développement par une 
déformation continue. Pour le voir, considérons le développement du còne S 
suppose fondu le long de la generatrice y = 0, z = x. Ce développement est 
un secteur que nous supposons place dans le pian des a:y du coté des y 
positifs, la generatrice y = 0, z = x ayant pour transformée la partie positive 
de Taxe des r, et la portion du céne voisine de cette generatrice et située 
du coté des y positifs ayant pour transformée la portion du pian des xy 
voisine de Taxe des x. Soit 5(0) ce secteur, c'est sur hii que sont tracées 
les circonférences r,-, c\-. Désignons par S{t) le còne 

z' = <• {X' + y'\ ^ > 0, 

ou plus exactement la portion do còne applicable sur S(0) limitée par la 
generatrice y = 0, z = tx et qui, dans le voisinage de cette generatrice, est 
du coté des y positifs. 

S{1) est le còne considéré précédemment S* 

Si t représente le temps, par une déformation continue conservant les 
longueurs, on passe de la surface S (0) (à l'origine des temps), au còne S (au 
temps 1). On passe de mème de la surface 2 [S(0), e,, e',, e,, e', . . . c^, e n, 0] 
à la surface 2 [5, e,, e ,, e,, e', . . . fn, c'n, OJ par l'intermédiaire des surfaces 

Ces surfaces ont, t restant fixe, une surface limite 1 [S{t\ e», e, . . . OJ. 
La transfer mation ponctuelle 

X=x, Y^y, Z = Wt{z) 

qui permei de passer de cette surface de revolution, supposée entière, au còne 
S{t\ suppose entier est définie par une fonction ^t(z) qui admet entro z^ et 
0i une variation totale égale à {z^ — ^,) (*). Dono cette surface est applicable 
sur 5(0). 



(*) On lo verrait ea reprenant les raisonnements du paragraphe 18. 

Annali di Matematica, Serio III, tomo VII. 43 
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Corame les surfaces S (0), 2 [S (0), e,, e',,... Cn^ c'n^ 0], 2 [S (0), e,, e ,,... 0] 
soni identiques, on volt que Ton passe par une déformation continue du sec- 
teur pian à la surface de revolution 2(5, f,, e,, .., 0). 

Il est facile de réaliser des modèles des surfaces de revolution applicables 
sur le pian que nous venons d'obtenir. 

On sait, à l'aide d'une feuille de papier, réaliser le modèle d'un céne de 
revolution par une déformation image de la déformation du céne S{(). De 
mème on peut réaliser une déformation du papier, image de la déformation de 
la surface - [^ {t}^ r,, 0], ce qui donne un modèle de la surface 2 [S', e,, 0\ 
laquelle est formée de deux morceaux de cónes de revolution. 

D'une manière generale on sait former un modèle de S [S, f, e ,,... c'n^ 0] 
par la déformation d'une feuille de papier; donc par ce procède on réalise, 
avec telle approximation que Ton vout, l'image de I {S^ e,, e',, r, , e',, ... , 0). 

Si Ton admet que Fon peut réaliser par déformation du papier l'image 
de tonte développable analytique, les images de toutes les surfaces définies 
au § 79 s'obtiendront par le mème procède. 

La déformation d'une feuille de papier nous permet donc d'obtenir des 
images des surfaces non analytiques applicables sur le pian aussi parfaites que 
celles que Ton obtient par le mème procède pour représonter les surfaces ana- 
lytiques. En ce sens, on peut dire que, pour prévoir l'existence de surfaces 
non analytiques applicables sur le pian, il suffisait de remarquer combien la 
forme des surfaces physiquement applicables sur le pian diffère de celle des 
surfaces développables. 

Notons encore que le procède en apparence le plus simple, colui qui 
s'est le premier présente à Tesprit^ permettant de faire correspondre un pro- 
blème géométrique au problème physique de la déformation des surfaces, con- 
duit à la considèration de fonctions continues n'ayant pas de dérivées. 

81. Les résultats précédents sont en contradiction avec les énoncés clas- 
siques relatifs à l'application et à la déformation des surfaces. Nous avons, 
par exemple,.trouvé des surfaces applicables sur le pian et non développables. 

La contradiction n'est qu'apparente. Les énoncés classiques sont en efFet 
obtenus à l'aide de raisonnements qui supposent implicitement ou expìicitement 
l'existence et la continuile de toutes les dérivées que l'on est conduit à con- 
sidérer. Le nombre de ces dérivées varie d'une question à l'autre, dans quelques 
raisonnements on suppose mème que les fonctions dont on s'occupo sont ana- 
lytiques, de sorte que les énoncés classiques ne sont démontrés que pour cer- 
tains cnsembles de surfaces qui variont suivant la nature de la question. D'une 
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manière generale, les démonstrations sont valables pour l'ensemble des surfaces 
analytiques et, le plus souvent, les surfaces analytiques ne forment qu'une 
classe très particulière dans l'ensemble de celles auxquelles s'appliquent les 
raisonnements employés. 

Prenons par exemple ce théorème: Toutes les surfaces applicables sur 
le pian sont développables. 

La démonstration qa^en a donnée Ossian Bonnet(*) s'appUque à toutes 
les surfaces ayant des rayons de courbure princlpaux variant d'une fagon 
continue. En effet Ossian Bonnet démontre que .si r, y, z sont les coor- 
données d'un point de la surface, «, /3 celles du point correspondajit du 

pian, on doìt avoir 

d* X 8* y d* z 

d cf} d ol'^ Sa* 



3« X d* y d* z 



doLd^ doLd^ doid^ 

u oc O 1/ u Z 

et de là il conclut que les trois fonctions x— » ^ » q— sont fonctions de 

Tune d'entre elles, et la théorie ordinaire du déterminant fonctionnel suppose 
la continuité des dérivées qui interviennent dans le jacobien. 

Les dérivées secondes ;r— -> i^ — ^-z' • • • doivent donc exister et étre con- 

Cf} 8 a (7 p 

tinues pour que le raisonnement d'O. Bonnet alt un sens, ce qui revient à 
supposer que la surface jouit de la propriété géométrique indiquée. 

Les surfaces construites au paragraphe 78 nous montrent que non seulement 
l'énoncé du théorème d' Ossian Bonnet n'est légitimé que pour certaincs 
surfaces mais encore qu'il n'est exact que si Ton fait certaines restrictions 
sur la nature des surfaces considérées. 

82. Gomme autre exemple prenons la réciproque du théorème d'Os- 
si an Bonnet: 

Toute surface développable est applicable sur le pian. 

On la démontre ordinairement en supposant que Ton appelle surface dé- 
veloppable la surface formée par les tangontes à une courbe gauche ayant 
des plans osculateurs variant d'une fa^on continue, car on met le ds^ de la 



(*) Annali di Matematica, 2.*^ Serie, Tome VII. Cette ^ démonstration est reproduite 
avec les mémes notations dans le Tome I des Legons sur la théorie des Surfaces de 
M/ Darboux et dans les Traités d'Analì/se de MM/» Jordan et Picard, 
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ds] 



surface sou^ la forme 

(notations du traité d'Analyse de M/ Picard), R désigiiant le rayon de courbure 
de la courbe gauche. 

On donne couraniment au mot surface développable d«ux significations 
distinctes. On appelle ainsi: 

1.° Une surface décomposable en cónes, cylindres et surfaces engendrées 
par les tangentes à une courbe gauche. 

2 ^ La surface enveloppe d'un pian dépendant d'un paramètre. — 

C'est cette définition qui sert dans le théorème d'OssiAN Bomnet. 

Soit 

wa: + V y ■}- w z + p = 

ce pian. — L'enveloppe est définie par cette équation et 

u X + v' y -\- w z -{-})' = 0y 

les dérivées étant prises par rapport au paramètre t dont dépend le pian. 
C'est-à-dire que Ton obtient l'équation de la surface en résolvant par rapport 
à t cette seconde équation et en portant dans la première. D'après la théorie 
des équations iraplicites cela suppose Texistence et la continuité de «", v", 
w"jP"] mais il n'en résulte pas que la surface soit développable au sens !• 
Supposons en eflfet que 9'' soit continue, le pian 

z = tx + t'y + <fj) (1) 

a une enveloppe. Les génóratrices données par (1) et 

o^x + 2ty + (f'{t) (2) 

varient d'une fagon continue. Si dono la courbe donnée par (1), (2) et 

= 2 y + ?• (0 

était tangente aux génóratrices elle serait rectifiable. Or on peut prendre y' (t) 
k variation non bornée, donc la surface (1), (2) est développable au sens 2 
sane Tètre au sens 1. Il est d'ailleurs évident que tonte surface développable 
au sens 1 ne l'est pas nécessairement au sens 2. 

L'énoncé de la réciproque du théorème d'OssiAN Bonnet suppose donc 
que le mot développable ait le sens restreint donne au conomencemeut de ce 
paragraphe. 
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Pour obtenir un resultai un peu plus general nous allons rechercher dans 
quels cas on peut applìquer sur le pian un cylindre, un cóne, une surface 
formée des tangentes à une courbe gauche. 

83. Pour qu'un cylindre soit applicable sur le pian il faut qu'entre 
deux quelconques de ses points on puisse tracer une courbe rectifiable. Si 
les deux points choisis ne sont pas sur une mème generatrice la projection 
de cotte courbe, sur le pian de la section droite du cylindre, ne se réduit 
pas à un point et par suite est uno courbe portée par la courbe section 
droite; c'est-à-dire que si 

est la section droite la projection considérée a des équations qui s'obtiennent 
en remplagant dans ces formules t par une fonction continue d'un paramètre. 

La projection étant rectifiable, la section droite Test aussi(*). 

Pour qu^un cylindre soii applicable sur le pian il est dono nécessaire 
que sa section droite soit rectifiable; cela est aussi suffisant. En effet pre- 
nons sur la section droite une origine 0, et faisons correspondro à tout point 
a de cette section droite le point A de Taxe des x tei que A soit égal à 
la longueur de l'are Oa de section droite. Faisons correspondre de plus à 
tonte generatrice une parallèle à Taxe des y (les axes sont rectangulaires) 
les longueurs portées par les génératrìces étant conservées. Cette correspondance 
réalise l'application. 

Soient en effet e une courbe du cylindre, C la courbe correspondante du 
pian, a et fc deux points de r, i4 et B les points correspondants de C, a» 
et 6, les points de la section droite appartenant aux mémes génératrices que 
a et 6, i4i et B, les points correspondants du pian. On a évidemment 



A, B,>a,b, 



Bt par suite A B'^ab. 

Les deux trapèzes rectangles aaib^b^ AAìB^B ont mèmes bases, 
donc la différence entre les bypoténuses est inférieure à celle des hauleurs, 



AB — ab>A,B, — a,b,. 



(*) C'est de là qué résulte une propriété qui nous a déjà servi: sur un cjlindre 
dont la section droite n'est pas rectifiable, les seule^ courbe3 reQtifiables sont portées par 
les génératrices. 
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D^où, sì l'on divise e en arcs tels qne ab 



lAB — lab = l(AB — ab)>^(A,B^ — a,b,)==lA,B,-la,b,. 

Les deux premières sonìmes tendent vers les longueurs de C et e, les deux 
dernières vers les longueurs des projections de (7 et e sur l'axe des x d*une 
part^ sur la section droite d'autre part. Ces deux dernières sommes sont égales, 
dono. C et e ont la mème longueur. 

84. Résolvons le mème problème pour les cónes. Soit un céne ayant 
pour sommet Torigine, s'il est applicable sur le pian il contieni des courbes 
rectifiables non portées par les génératrices. Soit 

une de ce courbes. La courbe rectifiable 

^f'+ì' + ^* \/' + ?' + ^' \lf'+9' + ^' 

est portée par une directrice sphérique du còne. On appelle ainsi pour le 
c6ne dont les génératrices ont les cosinus directeurs 

« = /".(<), ^ = ?.(0, 7 = ^.(0 
les courbes 

X = kf, (<), y = k(f,(t), z = k^, (f), 

k étant indépendant de t. 

Dans un córte applicable sur le pian la directrice sphérique est donc 
rectifiable. Et réciproquemeut tout cóne à directrice sphérique rectifiable est 
applicable sur le pian comme on le volt en faisant correspondre à la direc- 
trice sphérique un are de cercle de rayon égal à celui de la directrice sphé- 
rique et aux génératrices des rayons de cet are. 

Dans cette application si la directrice sphérique a une longueur supé- 
rieure à la circonférence qui porte sa transforméc, à un point du pian cor- 
respondront plusieurs points du còne; mais autour de chaque point du còne, 
le sommet excepté, on peut trouver un fragment du cóne pour lequel la 
transformation précédente réalise une correspondance biunivoque avec un cer- 
tain domaine du pian; cette correspondance conserve les longueurs comme 
le mentre un raisonnement analogue à celui du précédent paragraphe. On dit 
d'un tei còne qu'il est applicable sur le pian sans rechercher si après Tappli- 
cation un point du pian correspond ou non à un seul point du còne, 
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On peut encore dire que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un 
c6ne OH un cylindre soli applicable sur le pian est qn^il existe sur là sur^ 
face une courbe rectifiable rencontrant toutes les génératriceSy et ne passant 
pas par le sommet s'il s'agit d'un còne. 

Remarquons que, puisqu'il oxisto dee fonctions dérivables à variation non 
bornée, il existe des courbes ayant des tangentes en tout point et qui ne 
sont pas rectifiables, donc des cónes et des cylindres ayant des plans tangents 
suivant chaque generatrice et qui ne sont pas applicables sur le pian. 

85. Considérons une surface réglée et supposons qu'on puisse, sur cette 
surface, tracer deux courbes rectifiables ne se rencontrant pas et rencon(r«nt 
chacuno une fois chacune des génératrices; soient x{t)j y {i\ z{t)\ x{0)j y(5), 
z{C) ces deux courbes. A chaque poiiit t de la preaiière courbe faisons cor- 
respondre le point de la seconde situé sur la inème generatrice, alors 6 est 
une fonction continue toujours croissante ou décroissante de t. En remplagant 
par sa valeur en fonction de t la seconde courbe devient x, (<), y, (i), Zt (/). 

La courbe 

X = x{t) — Xi (/;, y = y{t)^y, (/), z ^ Z {t) -- Z, {t) 

rencontre toutes les génératrices du cóne directeur de la surface dont le 
sommet est l'origine, cette courbe étant rectifiable, le còne est applicable sur 
le pian. 

Ceci pose nous allons démontrer que pour que la surface formée par 
les tangentes à une courbe gauche soit applicable sur te pian il est nécessaire 
et suffisant que son còne directeur soit applicable sur le pian. Dans cet énoncé 
npus appelons surface applicable sur le pian une surfjice à tout point de la- 
quelle on peut faire correspondre un point du pian, cette correspondance con- 
servant les longueurs; à un point du pian correspond un nombre fini ou in- 
fini de points de la surface. 

D'après ce qui précède la condition est nécessaire; pour montrer qu'elle 
est suffisante, effecluons d'abord l'application du cóne directeur sur le pian. 
Nous allons raaintenant faire correspondre à la courbe gauche donnée r une 
courbe piane y, les arcs correspondants ayant la mème longueur, la tangente 
en tout point a de y étant parallèle au développement de celle des géné- 
ratrices du cóne directeur qui est parallèle à la tangente à T au point A 
homologue de a (*). 



(*) Cette propriétó du développement de l'aréte de rebroussément doit étre consi- 
dérée comme la généralisatiori du Ihéorème classique; la courbure de Paréte de rebrous- 
sément est conservée. 
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Pour construire y, divisons r à l'aide des points Ai correspondant aux 
valeurd /,- da paramètre, et portons sur les génératrices a',- correspondantes 
du développeinent du còne directeur des longueurs Oa\^s(ti) — 5(/,-i); 
s{t) représentant la longueur de Tare (0, t) de F. 

Soit OMiìe vecteur somme de Oa',, Oa't... Oa,. Considérons le po- 
lygone 3/, 3/, Jf, . . . , si nous supposons ^ = la longueur OM^Mt...Mi 
comptée sur ce polygone est égale à s {ti). Faisons correspondre ce polygone 
à r de fagon que les longueurs soient conservées; alors 3f; correspond k A,. 

Introduìsons entre les ti de nouyelles yaleurs de t^ d'oh la suite de points 

Bo{ouO)j Biy B2...Bj{o\x i4,\ B^n, Bjn . . . B/^ (ou i4,) . .. 
et un nouveau polygone de sommets 

0, Nt, Nf». Njj Nj^i ... 

Supposons que l'on augmente indéfiniment le nombre des ti de fa^on 
que le maximum de ti — ti-i tende vers zèro et montrons que ces polygones 
ont une limite, il suffira de démontrer que les points correspondant aux 
yaleurs choisies ti tendent uniformément vers des points limites. 

Soient Mi et Na deux sommets correspondants dea deux polygones con- 
sidéré?. On a: 

long Mi Na, ^ 1 long Mi — long Na, \ 

^ S l long M.- Mi-, - long No., i^a,.. I • 

1 

La longueur Mi Mi-i est celle du segment Oai\ celle de -AT., A%.^ est celle 
de la resultante des segments 

La somme des longueurs de ces segments est Oa'i^ et ils font entre eux des 
angles inférienrs à e, si e est le maximum des angles a',Oa',-i donc 

^ long Mi Mi-i — long Na^ Na^.^t [s {t) — s (<;-,)] . 

Ainsi si Ton s'occupe de l'are (0, /)' de T, quels que soient les nouveaux 
points choisis sur F entre les ^,, la distance entre deux points correspondants 
des polygones est inférieure à e s (t). 

Or « tend yers zèro ayec le maximum de ti — /,_,. Les polygones ont 
donc une courbe limite y. 
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PrenoDS pour axe des x dans le pian la generatrice Oa'o du dévelop- 
pement da còne directeur; si l'interyalle (0, t) est assez petit (*) Tangle des 
génératrices Oa',, Oa\... aveo. l'axe des x est inférieur à un droit et par 
suite les polygones dont / est la limite ont des équations de la forme 

Supposons que ces équations représentent, non les polygones tels que 
OA^Ai.., mais les courbes que l'on obtient en raccordant les cótés consé- 
cutifs Ai-^Ai^ AiAi^i par des arcs de cercles. Nous supposerons ces arcs 
choisis assez petits pour que les longueurs des courbes tendent vers la lon- 
gueur commune des polygones, c'est-à-dire vers celle de r. Les fonctions 
fi (x) ont des dérivées continues. De plus, quand i augmeute, la dérivée /*',• (a:©) 
tend vers le coefficient angulaire de la generatrice du développement du còne 
directeur qui correspond au point x = Xo de y, soit y (x^). 

Les fonctions bornées dans leur ensemble fi {x) tendent vers 9 (a?),, donc 
on a: 



a 



Lim j fi {x)dx^ Lim f (a?) = j f {x) dx. 


Donc y a pour équation: 

y = j f{^)dxj 


et comme (f{x) est une fonction continue 

et les tangentes à y sont bien parallèles aux génératrices correspondantos du 
développement du còne directeur. 
De plus 



Lim J^l +fi{x)^dx^Uil'\'f(x)dx 



donc y a memo longueur que F. 



(*) Cette restriction est sans importance, il suffit en effet de démontrer que, autour 
de chaque generatrice, on peut trouver un morceau applicable sur le pian pour qu'il en 
soit de méme pour tonte la surface. 
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86. Nou8 allons maintenant definir la correspondance entre le pian et 
la surface. A tout poìnt de r correspond un point de y comme il a été dìt. A 
un point A de la surface 8itué sur la generatrice passant par le point A^ 
de r correspond un point a situé sur la tangente à / au point a^ homologue 
de J, et tei que a^a = A^ A^ ces deux segmenfs étant dirigés par rapport à y 
et r, dans des sens correspondants. 

Désignons par A le point du c6ne directeur situé sur la generatrice pa- 
rallèle à i4i il et tei que 



A,A=OA' 
et par a le développement de A'. Alors on a 



a^a= Od. 

Soient C une courbe rectifiable de la surface, r, 0\ e' les Heux des points 
n, A\ a' correspondant aux points A de C. On a les égalités segmentaires, 
si ^ et 5 sont sur (7, 

AB = A^, + TW, 



donc 

I long AB— long ab\^\ long A^ B^ — long a, &, | + | long A B' — long a' V \. 

Supposons que C ne rencontre qu'une seule fois chaque generatrice. Alors 
C est rectifiable, § 85, et Ton a: 

I long AB — long ab\^\ long are ^i J5, de r — i4, B,.| + 

+ I long are a, ò, de y — a, 6. | + | long are A' B' de C — A F\ + 

+ j long are a b' de e — a b' |. 

Si donc on considère un polygone P inscrit dans C et les polygones p, P', 
V\ Pi j Pi correspondants on a : 

I long P — long p 1 ^ (long T — long P,) + (long / — long p,) + 

+ (long C — long P') -|- (long e — long|)'). 

Donc (7 et e ont mème longueur. Ce résultat s'étend immédìatement aux 
courbes qui rencontrent un nombre fini de fois les génératrices. Pour les 
autres, qui sont limites de courbes ne rencontrant les génératrices qu'un 
nombre fini de fois, nous pouvons affirmer que la longueur de la courbe de 
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la surface est au moins égale à la longueur de la courbe correspondante du 
pian. 

Mais la portion considérée de y est convexe, les tangentes aux deux 
extrémités font un angle inférieur à un droit ; dono, si l'on ne considero quo 
l'une des nappes de la surface (limitée par T), la correspondance avec le pian 
est univoque. 

Soit, dans la portion du pian correspondante, un segment a b ; considérons- 
le comme la courbe e. On voit immédiatement que e est rectifiable, dono e 
Test et par suite auKsi C De là resulto que l'on a: 

AB^ab. 

Ceci pose, soit une courbe rectifiable quelconque C, inscrivons dans cotte 
courbe une ligne polygonale P d'un nombre fini ou infini de cótés, en ayant 
soin que tous les points de rencontre de (7 et de F soient des sommets (ou 
limites de sommets) de ce polygone^ p étant le polygone correspondant on a: 

long p ^ long Pj 

d'où 

long e ^ long C. 

En rapprochant ce résultat du précédent on a: 

long e = long C 

et la surface est applicable sur le pian. 

Nous savons dono construire la courbe gauche la plus generale dont les 
tangentes forment une surface applicable sur le pian; il suffit en effet de se 
donner le cóne directeur applicable sur le pian, ce que nous savons faire, et 
la fonction continue positivo croissante 8{t) et d'en déduire F par une cons- 
truction analogue à celle qui a donne y. 

87. Dans les paragraphes précédents on a appelé surface applicable 
sur le pian une surface S qui correspond à une surface 1 portée par le pian, 
la correspondance ponctuelle entro S et 1 étant biunivoque et conservant les 
longueurs. 

iS étant donneo, S n'est pas déterminée. En e£fet si S est un còno on 
peut prendre pour 2 un secteur. Soit G l'un de ses rayons qui partage 1 
en 2| et 1, et soit ^'t le symétrique de S| par rapport à (? ; on peut prendre 
pour 2, 2j + ^'t' 
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Les surfaces 2 que nous yenons de definir relati vement aax cònes et aax 
surfaces formées des tangentes à une courbe sont telles qu'autoar de cbacun 
de leurs poiots (ceux qui correspondent au sommet du còne, et aux points 
de Taréte de rebroussement exceptés) on puisse trouver un morceau de 1 
ne recouyrant qu'une fois le pian. Soit 1^ un tei morceau, 5, le morceau cor- 
respondant de 5;entre S^ et 2^ la correspondance ponctuelle est biunivoque 
et 2, est un domaine pian. 

C'est la surface 2 ainei définie, qui est unique puisque deux de ces sur- 
faces seraient composées de morceaux égaux disposés pareillement, que Ton 
appello le développement de S. 

88. Nous pouvons maihtenant donner des exemples de courbes gauches 
doni les tangentes forment une surface fwn applicable sur le pian. 

x = t, y = t% z^'ìit) 

(f (t) étant une -fonction dont la dérivée est continue mais à variation non 
bornée, nous donnent un tei exemple. On sait que l'on peut mème sup- 
poser que 9^' (t) existe, dono il y a des courbes gauches ayant en tout point 
un pian osculateur, et dont les tangentes forment une surface non applicable 
sur le pian. Une telle surface admet des plans tangents; le pian tangent 
est le mème tout le long (Fune generatrice ; le pian tangent dépend donc d'un 
seul pararne tre. 

89. Nous terminerons en cherchant les surfaces de revolution applica- 
bles sur le pian. 

Démontrons d'abord que, si un morceau de surface de revolution est ap- 
plicable sur le pian, les méridiens correspondent à des droites parallèles ou 
concourantes. Il est évident quo les méridiens étant des lignes de longueur 
minimum ou géodésiques ont pour transformées des géodésiques du pian, 
c'est-à-dire des droites. 

Soient Aj B deux points d'un méridien, a, 6 leurs correspondants dans 
le pian; A^^ B' deux points d'un autre méridien situés respectivemeut sur les 
parallèles de A et JB, a\ V leurs homologues. 

On a ab=^a V \ d'ailleurs les deux courbes de la surface qui corres- 
pondent aux deux droites a 6, ab' sont symétriques l'une de l'autre par 
rapport au pian bissecteur des méridiens de A et de A' \ elles sont égales et 

aV = a b. 
La figure a 6 6' a' est donc un trapèze isocèle. 
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Soient A'j B' les symótriques de A^ B par rapport au pian méridien de 
A \ a" V b a est symétrique à% abV a par rapport à b a\ donc les trois droites 
a bj a b\ a' b" ou bien concourcnt en un méme point qui est le centre de 
la circonférence passant respectivement par a, a\ a' et par 6, b\ è"; ou bien 
sont parallèles et a, a\ a d'une part, ò, ò', b" d'autre part sont en ligne 
droite, a a et ab étant perpendiculaires. 

Si l'on fixe la positìon d'un méridien par son angle 6 avec le méridien 
de A et si A' correspond k Oq^ \e raisonnement précédent mentre que tous 

les points du méridien do A correspondant aux valeurs -^ > m et w étant en- 

tiers, ont leurs homologues sur la circonférence ou la droite a a a"] ils for- 
ment un ensemble partout dense sur cotte circonférence. Il en est de mème 
pour les points du méridien de B. Les points des méridiens de i4 et J5 corres- 
pondant à la mème valeur de 6 sont sur le mème rayon. Donc les méridiens 
ont pour homologues des droites parallèles ou concourantes et les parallèles 
correspondent aux trajectoires orthogonales de ces droites. 

Supposons d'abord que les droites homologues des méridiens soient parai- 
IcleSy alors les parallèles sont égaux, donc ont le mème rayon et puisque les 
méridiens sont rectìfinbles, les seules surfaces de cotte nature sont 

X = R cos Oy y = -K sin ff, = y (/), 

(f étant à variation bornée. 

Supposons maintenant les droites concourantes. Soient A^ By C trois points 
du mème méridien, en conservant les notations précédentes on a: 

• ab are i é' — are a a 

b e are e e' — are b b' 

c'est-àrdire que si l'axe des z est l'axe de revolution, la méridienne est de la 
forme z = f{^\ et s étant son are, on a : 

^x- = constante 

X 

quel que soit ù x. La distanco de deux points d'abscisses x^ et x, étant au 
moins JATo — ^i|, la constante est au moins égale à 1, nous poserons 



(J 5 = ^/1 -^ K^dx. 

Si K est nul, la surface est engendrée par l'axe des x tournant autour 
de l'axe des 2?, c'est le pian des xy. 



340 Lebesgue: 



Supposons maintenant K positif. Une solution partìculière du problème 
s'obtient en effectuant la transformation ponctuelle 

{^ ayant dans tout intervalle de longueur / une variation totale égale à /) 
sur le c6ne 

nous allons démontrer que c'est la solution generale. 

Soit en effet z == f{x) une méridienne, si v (n;) est la variation totale 
de f entre Xo et rr, la surface de revolution dont z= v{x) est la méridienne 
est aussi applicable sur le pian. Nous allons démontrer que v{x) est égale 
à K(x—Xn). 

Soient deux points (a?o, a;,) de la courbe z = v{x\ la longueur de Tare 
de cette courbe compris entre ces deux points est supérieure à 



V (^0 — ^ìY + v{x,) — v (Xo) ; 

cette quantité doit donc étre inférieure à K\x^ — Xo\ c'est-à-dire que l'on a: 

» 

Q ^ V (xi) — V (xo) ^ ^ 
Xi — a^o 

■ 

Ceci pose considérons un polygone inserii dans z = v{x) et le polygone Q 
inscrit dans z = K(X'-Xo) dont les sommets ont les mèraes abscisses, il est 
évident que 

long P^ long (?. 

Des considérations de geometrie élémentaire montrent que, si R est le 
polygone inscrit dans z = K(x — Xo) — v {x) dont les sommets ont mèmes abs- 
cisses que ceux de P et Q, on a : 

long Q — long P ^ long R — {x^ — x^) 

si Ton s'occupe de l'intervalle x^ — Xq . 

Si Ton fait tendre vers zèro le maximum de la longueur des cótés de P, 
le second membre ne tend vers zèro que si v(x) — K{x — a:o)=*0, or le 
premier membre tend vers zèro, donc : 

V(x)= K{X — Xq). 

Les setiles surfaces de revolution applicubles sur le pian sont donc celles ji#e 
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Von obtient par la iransformation du § 78 appUquée aux surfaces de revo- 
lution analytiques applicabìes sur le plan^ Vaxe de revolution étant z. 

90. Considérons une surface applicable sur le pian. Si l'on exprime 
les coordonnées d'un point de cette surface en fonction de celles du point corres- 
pondant du pian, on a la surface sous forme rectifiable, elle est donc quarrable. 

Nous allons démontrer que dans l'application sur le pian les aires sont 
conservées. Le raisonnement s'étendrait d'aijleurs aux surfaces applicabìes sur 
une surface analytique quelcouque. 

Soit une surface S applicable sur le pian (w, v). Divisons le pian (w, v) 
à l'aide de parallèles aux trois directions w = 0, w==60*', w=3l20*' en 
triangles équilatéraux. A un réseau de ces triangles correspond un polyèdre 
inscrit dans la surface S\ chaque face de ce polyèdre étant d'aire inférieure 
au triangle correspondant du pian {u^ v\ l'aire de S est au plus celle du 
domaine correspondant dans (t^, v). 

Considérons maintenant une suite de surfaces Si tendant vers S. Choi- 
sissons arbitrairement un nombre / et soit nii le minimum de la longueur 
des courbes r,- de Si qui correspondent à celles r joignant les couples de 
points du pian (ti, v) qui sont distants d'au moins /. 

La plus petite limite des wi,- quand — tend vers zèro est au moins /. 

En effet si elle était inférieure à / on pourrait trouver une suite de courbes 
r,-,, r,.^.,. dont les longueurs auraient une limite inférieure à /. Or cela est 
impossible car on démontrerait l'existence d'une courbe de longueur inférieure 
à l limite de certaines des courbes F,-^, F,-, ... c'est-à-dire d'une courbe cor- 
respondant à une courbe r du pian (w, t;). 

Donc si i est supérieur à un certain nombre i^ les courbes joignant des 
points des còtés opposés d'un carré de coté / du pian (w, v) ont pour ho- 
mologues des courbes de la surface Si de longueurs supérieures à / — e. 

Soient M et Mi les parties de S et Si correspondant à ce carré. Nous 
pouYons sans augmenter la plus petite limite des aires des 5,, supposer que 
les surfaces 5,- sont analytiques. 

Divisons Mi par deux séries de courbes orthogonales Cp, Cp homologues 
de courbes du pian {u^ v) joignant des points des còtés opposés du carré. 
Soient ajyk la longueur de l'are déterminé sur Ck par C'j et C j+i et a'k^j la 
longueur de l'are déterminé par Cj et (7j+i sur C\. L'aire de Mi est la limite 
de la somme 



? 



i y 
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quand le maximum de akj et a'kj tend vere zèro. Or cette somme est évi- 
demment supérieure à (/ — e)*, dono la plus petite des aires des Mi est /'. 

Lorsqu^une surface est applicable sur un pian, les parties correspondantes 
du pian et de la surface ont donc mème aire si elles sont quarrables et, si 
elles ne le sont pas, mémes aires intérieure et extérieure. 

Lorsque deux surfaces analytiques sont applicables Fune sur l'autre, les 
longueurSy les aires et les angles sont conservés; on voit que lorsqu'il s'agit 
de surfaces non analytiques les longucurs et les aires sont eneore conservées, 
mais les angles ne le sont plus (*). 



CHAPITRE VL 
Le Problème de Plateau. 

91. Nous nous proposons dans ce chapitre de démontrer l'existence 
d'une surface S ayant pour frontière un contour C donne et pour aire inté- 
rieure l'aire minima de C. L'aire de toute autre surface ayant pour fron- 
tière C sera au moins égale à celle de S; en ce sens l'aire de S sera un 
minimum et la surface S pourra étre dite minima. Dans le cas où l'on se 
limite à la considération des surfaces ayant tous les éléments que fon consi- 
dère ordinairement (plans tangents, rayons de courbure, etc.) ce problème a 
re^-u le nom de problème de Plateau. 

Il n'est pas démontré que le problème de Plateau ait une solution ; nous 
allons Yoir que si l'on n'astreint la surface minima à aucune condition sup- 
plémentaire, l'existence de cette surface peut étre facilement démontrée. Les 
résultats que nous allons obtenir peuvent ainsi étre considérés comme prépa- 
rant l'étude de l'existence de la solution du problème de Plateau. 



(^) Supposons róaliséo Titnage matérielle d'une surface. L^aire, au sens usuai du 
mot, d'une ielle surface peut étre mesurée par la masse de la matiòre qui la constitue. 
Dans une déformation de la surface cette mas*^ ne change pas, aussi Taire, au sens usuel 
du mot, ne changd pas. L'une des conditions que doit remplir Taire, au sens mathé- 
matique, pour qu'on puisse rassimiler à l'aire, au sens usuel du mot, et pour qu'on 
puisse considérer la déformation phjsique d'une surface comme l'imago d'une déformation 
géométrique, est donc d'étre inaltérée par les déformations géométriques qui conservent 
les longueurs. 
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Les raisonnements qui suivent s'appliquent à d'autres problèmes qùe celuì 
de Plateau ; pour énoncer ces problèmes nous allons d'abord definir certaines 
intégrales de courbe et de surface. 

92. Considérons une courbe C dont les points dépendent d'une fa^on 
continue d'un parametro ty une fonction de t sera dite attachée aux points 
de C. Supposons C rectifiable et f{t) continue. Divisons C en un nombre fini 
d'arcs partiels de longueurs /,, Z,... et soient /", , /i,... des valeurs de / pour 
certains points de ces arca partiels. La somme 1 li fi quand le maximum des /,• 
tend yers zèro, tend vers une limite déterminée (*) que nous représejiterons par 



jm d s. 



Si f{t) = 1 l'intégrale représente la longueur. 

Considérons une surface quarrable S dont les points dépendent d'une 
faQon continue de (w, v) et une fonction continue /"(w, v) attachée aux points 
de cette surface. Divisons S en un nombre fini de morceaux quarrables d'aires 
a,, a,,... et soient /",, /«,... des valeurs de /"pour certains points de ces mor- 
ceaux quarrables. Quand le maximum du diametro de ces morceaux et le 
maximum de «*(**) tendent vers zèro la somme 2/|a,- tend vers une limite 
déterminée que nous représenterons par 



jj /•(!/, v)da. 



s 



Si f{Uy t;) = 1 l'intégrale représente l'aire. 

On aurait pu definir ces intégrales par le procède suivant. Il est facile 
de faire correspondre à C un segment, les longueurs étant conservées; il est 
possible de démontrer qu'on peut établir entro les points de S et les points 
d'un pian une correspondance conseryant les aires (***). Ces correspondances 
établies, elles définissent sur la droite ou dans le pian une fonction F qui cor- 
respond à /*; l'intégrale de F est égale à l'intégrale de courbe ou de surface 
que nous avons définie. 



(*) Il siillìt de reprenJre le raisonnement classiquo pelati f à l'e^cistence de rintégraìe 
d'urie fonction continue pour obtenir ce résultat. 

(**) Il est facile de démontrer que cette seconde condition est une conséquence de 
la première. 

(***) Il se peut que cette correspondance ne soit pas unìroque. 
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L'un et l'autre procède permettent d'indiquer dans quels cas on dira qoe 
f est Boromable et par suite d'étendre la définition de l'intégrale au caa où f 
n'est pas continue; mais cela ne nous sera d'aucune utilité. 

93. Considérons une famille de courbes rectifiables G et une famille 
de surfaces quarrables S. Et soit f une fonction définie dans Tensemble des 
points de tous les C ou S, et jamais negative. Nous supposerons qne f est 
continue dans cet ensemble. Les integrai es 

jf^s. jffda 

ont alors un sens. Démontrons que si C (ou S) est la limite des courbes d (ou des 
Rurfaces 6\) prises dans la famille considérée, l'intégrale relative k C(ou S) est 
au plus ógale à la plus petite des limites des intégrales relatives à Q(ou S^). 

Divisons C(ou S) en un nombre fini de morceaux de longueurs (ou d'aires) 
mi, mi*., et soient 7, > j^f* les valeurs minima de f dans les morceaux 
corrospondants* A la di vision de C (ou S) correspond sur Ci (ou 84) une di- 
vÌHÌon en morceaux de longueurs (ou d'aires) m\j tn*,...; les valeurs minima 
de f dans les morceaux oorresiM>ndants sunt y;, y*,... 

Quand 1 augmente indéfiniment yj a pour limite yj et la plus petite des 
limites do mj est au moins égale i^ m^j dono la plus petite limite de ljfn}yi 
Dflt au moins égale à Zjmjyj. 

Il Builit d'augmenter indt^finiment le nombre des morceaux de fa^on que 
lo maximum de lours diauvMres tende vers zèro pour avoir la propriété énoncée. 

Kn adoptant den «lénominations dues à M/ Baire on peut dire que l'in- 
téigvaU oonaidéréo est partout égale i^ son minimum ou encore que, en tant 
quo fonction de C (ou N), elle est semi-continue inférieurement. 

Bl la famille do courbes (ou surfaces) comprend toutes les surfaces recti- 
fittlilofu (ou toutes loH surfaces quarrables) la valeur de Tintégrale pour C (ou S) 
Hul oxaclamont la plus petite limite des intégrales relatives aux courbes (ou 
tmrfi^isoH) dunt C (ou S) est la limite (♦); puisqu^on peut choisir les (7<(ou Si) 
dèi manière quo /j ait pour limite yj. 

i*f (ItiUtt |iri)|irl<^t<\ uunut \n\ Hvo priso commo définition de T intégrale considèrée. 
^'Mi/i mHUuiUi A l'avttritago do sug^jérop des définitions des intégrales 

\f(x,i/,x',i/')dt 

i) M'''^'""3'«' F^' FTi' dv' f^' at^r"*"^ 
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94. Supposons que les courbes C (ou que les surfaces S) soient toutes 
celles qui satisfassent à certaines conditions aux limites, — extrémités de C 
donnéeSy ou sur des courbes ou des surfaces données, — frontière de S donneo 
ou sur des surfaces données. 

Nous supposerons de plus que C (ou S) est assujettie à rester dans une 
portion limitée II de Tespace, ou que C se déplace sur une surface 2 n'ayant 
pas de nappe infinie. f étant une fonction continue dans II ou sur X, nous 
nous proposons de chercher si la fonction 

f{C)-^jfds (ou, (SÌ^JJ/'rfo) 

c s 

atteint son minimum. 

Lorsque l'on cherche à démontrer qu'une fonction f(E) de certains élé- 
ments E atteint son minimum, par la méthode qui sert pour les fonctions con- 
tinues de points, on est conduìt aux deux opérations suivantes: 

I. Choisir une suite d'éléments £,, Et... ayant un élément limite e^ 
et tels que f{E^)^ f(E*) • • • tendent vers la limite infórieure inf{E) de f{Ei). 
IL Démontrer que f{e)^=mf{E). 

D'après ce que nous venons de dire si e (ou s) est la limite de Ci (ou Si) 
e {e) [ou (f {$)] est au plus égale à la plus petite des limites des ? {Ci) [ou f {S^'\ ; 
d'ailleurs cp (e) [ou 7 (s)] est au moins égale à in f {G) [ou m 7 (S)], dono nous 
avons eflfectué Topération II. 

95. Pour effectuer l'opération I, nous emploierons une méthode que 
M.' Hilbert a indiquée dans une note des Nouvelles Annales (Aoùt 1900), 
note qu'il avàit déjà présentée en septembre 1899 au congrès de Munioh. 

Ou bien on sait qu'il existe un élément e tei que f{e) « m f{E) ou 
bien on sait qu'on peut trouver une suite d'éléments £« , J?, . . . tels que 
f{Ei)j f{Et) . . . aient pour limite mf(E). Tout revient à choisir parmi |es Ei 
une suite d'éléments ayant un élément limite. 

Nous supposerons que E est une fonction de n variables, continue par 
rapport à l'ensemble Xi^ a;, . . . rrn de ces variables, définie dans une portion D 
de l'espace (a;, rr, . . . Xn\ et que Ton a toujours ' J5 1 < P. Alors E sera dite 



dans le cas où les fonctions f sont continues et jamais négatives. Le cas ou f est continue 
se raméne à celui-là par Taddition d'une constante. Avec ces définitions on peut faire 
des applications plus étendues des remarques qui suivent, 
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la limite (*) de Ei si, quel que soit e, on peut choisir i assez grbnd pour 
que l'oD ait: 

(p>0) \E{x,^ ar,, . . .Xn) — Ei,p{x,^ x^...Xn)\<t 

pour tout point de D. 

M/ Hilbert remarque que 8Ì l'on a certains renseignements sur la va* 
riatìon de la fonction Ei il suffit de choisir parmì les Ei une suite d'éléments ej 
tels que, à tout point d'un ensemble A partout dense dans D, corresponde 
une valeur de Ej qui a une lìmite quand j augmente indéfiniment, pour 
que les Ej aìent une limite. Pour préciser, nous supposerons que l'ensemble des 
nombres dérivés des Ei considérées comme fonctions d'une seule, quelconque, 
des yariables Xiy Xf. . .Xn soit borné. 

Nous supposons donc que l'on ait, quels que soient i, rri, Xf. . .Xn^ h^ p 

Ei (*Ci y X% , • . Xpy Xp+i • . . Xn) — Ej yXi , UTt , . . . Xp -f- hj Xp-i-i . . . Xn) 



M, (1) 



Jlf étant fìxe. Nous prenons pour A un ensemble dénombrable partout dense 
dans P; soient P,, Pt,..- les points de A. Soient e,, e,... des nombres dé- 
croissant jusqu'à zèro. 

Les différentes valeurs Ei{P^) étant toutes, en valeur absolue, inferi eures 
à Pont au moins une valeur limite a. Nous appelons Et celles des Ei telles que: 

et nous appelons e^ l'une d'elles. 

Les valeurs Ei{Pt) ont au moins une valeur limite a,. Nous appelons 
E'i celles des Ei telles que 

et est l'une des E^ Nous définissons de mème 63, ^4,...; ^9, ^4,... 

Nous allons montrer qu'on peut definir une fonction e continue dans D 
par les égalités e (P,) = «, . 

Des égalités (1) on déduit 

\^J + A5 + --+Ai I 

\h,\'\-\h^\-\-"'-^\ hn\ j^ 



(*) Nous supposons donc que la fonction Ei tend uniformément vers E. Le mot limite 
a étè employé précédemment dans un sens différent, voir par exemple § 23, 
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Le maximum du second membre est v/n Jlf, c'est dono aussi le maximum 
du premier. L'inégalité précédente s'écrit donc . 

le symbole 1{P Q) représentant ce que Ton peut appeler la distance de P à Q. 

Ceci pose, considérons tous les points de A distants d'un point 3f de 2) 

de moins de >?, ils sont distants entre eux de rooins de 2>7, donc les a, cor- 

respondants diflfèrent de moins de 2 >j y n M. Donc tous les « correspondant 
aux Fi tendant vers M ont une valeur limite e (M) qui est fonction continue 
de M. De plus on a aussi : 

Désignons par /, le maximum, quand 3/ parcourt Z), de la limite inférieure 
de 1{MP^\ 1{M Pi)^. ..1{M Pi)^ li tend vers zèro avec — . On a, j etani 
choisi inférieur à i, de faQon que l(M Pj) ne soit pas supérieure à /,, 

\ei{M)^e{M)\^\ei{M)-ei{Pj)\+\ei{Pj)-e{Pj)\ + \e{Pj)-eiM)\ 

^ li '^ n M'\- Zi -{- li V n Af , 

donc e est la limite de la suite e^^ et... 

Nous avons suppose que E est une fonction ; si E est un ensemble d'un 
nombre fini de fonctions dont les nombres dérìvés sont bornés, la conclusìon 
subsiste. 

Il reste à voir si l'élément limite e ainsi défini fait bien partie des 
éléments E considérés (*j. 

96. Reprenons la fonction 

<f{C)^jfds. 

e 

L'élément C est l'ensemble des trois fonctions qui représentent les coordonnées 



(*) Dans sa note des Nouvelles Annales, M/ Hilbert n'a exposé sa méfchode pour 
établir l'existence de l'ólément limite que sur deux exemples particuliers. Il me semble 
blen que la méthode qui ressort de ces deux exemples est eelle du § 95. En tous cas 
les rcsultats de ce paragraphe suffisent à démontrer l'existence des éléments limites dans 
les deux exemples de M/ Hilbert. 
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des points de C. Supposons que l'on ait /'>i>0, alors si 5'(C,) tend vere 
fn(f{C) la longueur de C, n'augmente pas indéfiniment. Soit L un nombre 
supérieur aux longueurs des d. Les coordonnées des points de ces courbes 
peuvent ètre exprimées par des fonctions d'un paramètre t yariant entre 
et L, dont les nombres dérivés sont inférieurs à 1. D'oU l'existence d'un 
élément limite Cj puisque nous supposons que C reste dans la portion finie II 
de l'espace ou sur la surface 2. e fait bien partìo de la famille des courbes C. 
Nous démontrons dono immédiatement l'existence du minimum dans un 
cas assez étendu(*). 

97. Considérons la fonction 



9{S)='jjfda. 



L'élément S est l'ensemble des trois fonctions qui représentent les coordonnées 
des points de S. Supposons que l'on ait trouvé une suite 5( , ò\ • . . telle que 
?(S,), y(S,),.. tendent vers my(S); supposons toutes les S,- exprimées à 
l'aide des coordonnées (t/, v) des points d'un domaine D par des fonctions 
dont les nombres dérivés sont bornés, alors ce qui précède démontre l'exis- 
tence d'un élément limite. 

Nous obtiendrons un exemple où ces conditìons sont réalisées en supposant 
/*= 1, les surfaces S étant toutes celles qui ont une frontière donnée C sa- 
tisfaisant aux conditions suivantes: 

1,^ La projection de C sur le pian des (x, y) est convexe, 
2.^ Tout pian qui contient trois points au moins de C fait avec le pian 
des X y un angle inférieur à a . (a <; 90^). 

De la première condition resulto que e est rectifiable, dono le cylindre 
projetant C est applicable sur le pian. Dans cotte application e devient u^, 
et l'une des génératrices e*))?; C devient Ci d'équation: 

Tonte secante de C fait, d'après la condition 2, un angle moindre que a 
avec le pian dee x y^ dono a fortiori tonte secante de (7, fait avec u ^ un an- 
gle inférieur à a. ^ a dono des nombres dérivés inférieure, en valeur absolue, 
k tg a\ C^ ^i C sont rectifiables. 



(♦) Pour f -\ on retrouve Tun des oxemples que traite M/ Hilbert. 
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Nous avons trouvé précédemment que C étant rectifiable son aire rainima 
est la limite de celles des polygones inserite dans C et tendant vers C Soit 
P, un polygone inserii dans C, soit n le nombre de ses somraets. Désignons 
par Sp celui des polyèdres à faces triangulaires qui a P, pour frontière, 
n-j-p sommets (sur P, ou non) et dont l'aire est la plus petite possible. 

Sp existe et peut tbéoriquement ètre obtenu par des opérations algébri- 
queg car tous les polyèdres à n -|- p sommets peuvent se ramener par des 
déplacements continus des p sommets variables à un nombre fini de types, et 
de tels déplacements font yarier Taire d'une fa^on continue. 

Sp ne peut avoir aucun angle polyèdre conyexe, ou plus généralement 
aucun angle polyèdre qu'un pian P puisse couper suivant un contour ferme. 
Soient en effet S le sommet d'un tei angle, r le contour forme par ceux des 
còtés, ne passant pas par 5, des faces qui passent en S. T est tout entier d'un 
méme còte de P, donc l'angle polyèdre obtenu en joignant les sommets de F 
à la projection s de S sur P a ses faces respectivement plus petites que celles 
de l'angle polyèdre considéré. 

Sp ne peut ètre coupé par un pian P suivant une courbe fermée; en 
eflfet, catte courbe limiterait sur Sp une surface 2, soit M un point de i, 
déplaQons le pian P parallèlement à lui-mème du coté de 3f jusqu'à la po- 
sition limite II qu'il ne peut franchir sans cesser de rencontrer £. Tous les 
sommets de 2 qui sont dans n sont des sommets d'angles polyèdres qui peuvent 
ètre coupés par un pian suivant un contour ferme i^*), ce qui est impossible. 

Considérons maintenant le pian P d'une face et montrons qu'il rencontre 
le contour P,, en trois points au moins. Tout d'abord il est évident que P 
contient au moins deux points de Pi, sans quoi on pourrait couper la sur- 
face suivant une courbe fermée par un pian voisin de P. Supposons que P 
ne contienne que deux points de P|, i4 et B. Soit y le coutour d'un groupe 
de faces contenues dans P. La section de la surface par P se compose de groupes 
de faces et d'une ligne brisée joignant .1 et P à tous ces groupes de faces. 
Il existe donc une ligne brisée tracée sur la surface et dans P, joignant A 
au contour 7, soit ^ a et une ligne analogue B jS. Joignons a à /3 par une 
ligne / intérieure à y et soient AM^Bj AMfB les deux parties de P| . Les 



(*) Cela n'óst pas absolument exact. Les sommets de 2 qui sont dans M sont seule- 
ment tels que chacun des angles polyèdres correspondants est tout entier d'un méme cótó 
d'un pian; mais en remarquant quo la frontière de ^ n'a pas de point dans FI, on dé- 
raontperait l'existeneo d'angles polyèdres ayant le proprióté indiquée. 
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contours A Mi (5 la Aj A Mt B i l a Aj ne traversent pas le pian P il en est 
donc de méme des portions de Sp limitées par ces contours. Or sur l'une des 
deux lignes brisées «, /3,. en lesquelles est divisò y, on pourra trouver un 
sommet Q tei que les deux còtés qui aboutìssent en Q forment un angle aigu. 
On voit sans diflBculté qu'un pian voisin de P coupé l'angle polyèdre Q suivant 
une courbe fermée; ce qui est impossible. 

Dans ce qui précède nous n'avons rien suppose sur le polygone Pi, il 
nous faut tenir compie maintenant du fait que, comme Cj il vérifie les deux 
conditions énoncées au début de ce paragraphe. 

La projection de Sp est alors le domaine du pian des xy limite par la 
projection p, de Pi, chaque point de ce domaine étant projection d'un seul 
point de Sp{*). L'équation de Sp sera donc de la forme 

f ayant des nombres dérivés au plus égaux, en valeur absolue, à f // « et 
étant définie dans le domaine limite par pi. 

Considérons Fune des surfaces Sp d'indice assez grand pour que son aire 
dififère de l'aire minima de P, de moins de e,. Ajoutons à Sp les triangles 
qui ont pour bases les còtés de P| et respectivement pour sommets les mi- 
lieux des arcs que limitent sur C les bases correspondantes. 

La nouvelle surface a un contour P\ sur lequel nous opérons comme 
sur P|, et ainsi de suite. 

Nous sommes conduits à une surface S^ 

z = fi{x,y\ 

fi étant définie dans e, et ayant ses nombres dérivés inférieurs à /^ a. Si a, 
est l'aire de la portion du pian comprise entro e et p,, l'aire de S* differe 
de l'aire minima de Pi de moins de 



cos a 



Choisissons une suite de polygones P,, P, . . • inscrits dans C et tendant 
vers C et des nombres e,, e,... décroissant jusqu'à zèro, A P,- on fait cor- 
respondre une surface 5» [z = fi (Xj y)] doni l'aire dififère de Taire minima 



(*) S'il en était autrement on pourrait en effet trouvor un pian parallèle à oz qui 
coupepait Sp suivant une courbe fermèe. 
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de Pi de tnoins de 

ai 



«.+ 



cosa 



La méthode de M/ Hilbert appliquée aux fonctions /)(a:, y) nous permet 
de trouver une surface S 

^ = f{^j y) 

limite de certaines des surfaces S\ e,- et a,- tendant vers zèro, les aires 
des Si tendent vers Taire minima de C, qui est dono Taire de S. Nous sa- 
Vons de plus que les nombres dérivés de f sont, en valeur absolue, au plus 
égaux à tg a.. 

Nous avons dono prouvó, dans un cas particulier, l'existence d'une solu- 
tion pour le problème de Plateau généralisé que nous nous étions propose. 

98. L'exemple précédent nous mentre que les raisonnements du § 95 
ne suffisent pas pour prouver immédiatement Texistence d'une surface rendant 
minimum la fonction f (<S), tandis qu'ils suffisaient dans un cas étendu pour 

la fonction 9 (C). En traitant le cas particulier relatif à T intégrale j j rfa 

nous allons voir comment Ton peut dans certains cas démontrer Texistence 
de Télément limite. Les raisonnements suivants s'appliqueront toutes les fois 
qu'on voudra démontrer Texistence d'une surface limitée par un contour 
donne G et rendant minimum a.(S) si Ton sait: 

1.^ qu'il existe une suite de surfaces iS|, St . • . dont les aires sont 
bornées et telles que a- («S») tende vers my(/S), 

2.^ que la distance de deux points de Si reste, quel que soit «, infé- ' 
rieure à un nombre fixe /, qui tend yers zèro avec le plus grand diamètre 
de C. 

99. Soit le contour donne. Soient S,, S, . . . des surfaces polyédrales 
dont les aires tendent yers Taire minima de G et dont les contours /^, , P, . . . 
tendent vers G\ nous supposerons que ces contours n'ont aucun coté parallèle 
à Tun des plans coordonnés, et que les surfaces Si n'ont aucune face parallèle 
aux plans coordonnés, ce qui est toujours légitime. 

Divisons G à Taide d'un nombre fini de points i4, B, C . . /iC^ en arcs 
tels que la projection sur x d'un quelconque de ces arcs couvre un segment 
de longueur au plus égale à e; soient Ai^ Bi... Ki les points de division cor- 
respondants sur P,-. 

Annali di Matematica, Serie III, tomo VII. 46 
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Coupons par un pian parallèle aii pian des yz passant entre A et B^ 
la section de Si par ce pian se compose d'un certain nombre de lignee brìsées. 
Le minimum de la somme des lorigueurs de ces lignes reste, quel que soit f\ 
ìnférieur à un nombre fixe Z^ ce minimum est attemt pour une certaine 
abscisse Xi du pian sécant P[x,). Soit L,- celle (ou l'une de celles) des lignes 
brisées, qui composent la section (S,-, P(ar,)), qui joint un point situé entre 
Al et Bi à un autre point de P{xi). Les abscisses et les longueurs des L» 
forment un ensemble borné, dono il est possible de choisìr une suite de sur- 
faces S; pour lesquelles ' les Li aient une courbe limite /-(*). Cette courbe L 
est située dans un pian parallèle k y oz passant entre il et S et joint deux 
points de C. 

On Yoit que Fon peut, parmì les S^^ choisir une suite S\y Si... telle que 
certaines sections de ces surfaces par des plans parallèles h y o z aient des 
courbes limites. Ces courbes limites sont rectifiables, cbacune d'elles joint 
deux points de C; il existe au moins une extrémité de ces courbes entre 
A et Bj au moins une entre B et Cj etc. 

Soient a, b deux extrémités consécutives sur C de deu\ courbes limites 
oij /3; les piane de a et /3, qu^on peut toujours supposer distincts, sont distants 
d'au plus 2 e. Soient e et d les deux autres extrémités de a et jS, et soient 
a,-, bij Cij dij a.-, Qi les éléments correspondant à a, ò, e, d, a, /5 sur S}. 
Le contour a.-^^, ^ij diCi^ ai limite sur S\ une surface; d et e sont dono 
deux points consécutifs sur C sans quoi di et Ci ne seraient pas consécutifs 
sur 5|, non plus que a, et bi ce qui est impossible. Il en résulte que la pro- 
jection de l'are ed sur ox couvre un segment de longueur au plus égale 
à 2e. 

Le contour a,- è,-, /3,-, d!,c,, a, est tout entier compris entre deux plans 
parallèles k yozj Pi^ Q^^ que nous prendrons aussi rapprochés que possible. 
RemplaQons la portion ^ de S- limitée par le contour considerò par ce que 
l'on obtient en rempla^ant les parties de 1 non comprises entre JP,- et Qi par 
les parties de ces plans limitées par les courbes (P,-, 2), {Qiy 2). 

En faisant de méme pour chacun des contours tels que a^òi, fiij diCi^ ai 
et chaque surface S\ nous obtenons une nouvelle suite de surfaces (**) Sf^^^ SJ^L . . 
On peut dire que le contour C est la somme des contours CJ^\ C^^^ . . . tels 



(*) C'est le raisonnement qui nous a déjà servi § 61. 
(**) Cette opératioQ introduit des faces parallèles aux plans coordonnés, mais cela 
sera sans importance pour la suite. 
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que ab^ ^^ d e, a ; chacun de ces contours est comprìs entre deux plans pa- 
rallèles k y oz distants de moìns de 2 e. Au contour C^^ correspond sur S\^^ 
un contour qui limite une surface Si]]. 

En raisonnant sur chacune des surfaces S)]} comme sur £(«•, et en faisant 
jouer au pian zox le ròle du pian z oy . On est conduit à la considération 
de contours rectifiables Cf\ C^f\ . . . dont C est la somme; ces contours sont 
formés d'arcs des CJ*^ et de courbes situées dans des plans parallèles h zox^ 
cbacun d'eux est compris entre deux plans x = const. distants de moins de 2 e 
et deux plans y = const. distants de moins de 2 e . On est aussi conduit à 
des surfaces S^^\ Sf... dont certaines courbes tendent vers Cf^ C^^K . . j 
les morceaux limités par ces courbes étant contenus dans les plus petits prismes 
quadrangulaires, de faces parallèles à ^roo; et y o;?, qui en contiennent les 
frontières. 

Remplagant enfin le pian zox par le pian xoy^ on est conduit à des 
contours 

^ìji j ^ht ) • • • 

rectifiables que l'on peut enfermer dans des cubes de coté 2 e j dont C est la 
somme et à une suite de surfaces 

dont certaines courbes tendent vers ces contours; les morceaux ainsi limités 
sur ces surfaces étant enfermés dans les plus petits parallélépipèdes, de faces 
parallèles à xoy^ y o Zj z ox^ qui en contiennent les frontières. 

En raisonnant sur les surfaces Si,,- comme sur les surfaces S^^ et en rem- 

plaQant e par ~ nous sommes conduits à la suite S,,,-; puis en rempla^ant 
e par --- à la suite Ss^ et ainsi de suite. Nous aurons aussi les contours Ct,»-, 

o 
Ca,,- . . . 

Ceci pose, considérons un contour e ferme sans point multiple du pian 
(w, v)'j nous le faisons correspondre au contour C Divisons le domaine limite 
par e en domaines partiels à l'aide de contours sans point doublé c„„ c„, . . . 
Nous supposons ces contours choisis de manière' qu'il soit possible, pour i as- 
sez grand, de faire correspondre S^,, au domaine limite par e de fa^on que 
les contours de S,,,- qui tendent vers Ci,» C,,t . . . correspondent à c,„ , c^,, . . . 

Nous avons de la sorte une correspondance entre le réseau des contours 
C„j Cj,2 . . . qui respecte la correspondance déjà établie entre C^'et e, Nous 



354 Lebesgue : 



traQons des contours c,„, e,,, . . . que l'on peut faire correspondre à (7,,,, C7t,t... 
sana détruire les correspondances dójà établies, et ainsi de suite. 

Montrons qu'il est possìble de definir dans le doinaine limite sur Cj trois 
fonctions continues par rapport à l'ensemble (t«, i;) : 

X = f{u, v\ y = r (m, v), z^^ (w, v\ 

par la condition qu'à tout point d'une courbe f/,j elles fassent correspondre le 
point homologue de Cì^j. jf, y, ^ sont actuellement définies pour l'ensemble E 
des points de Ci^\ il suffit dono de démontrer qu'à tous les points de E^ suffisam- 
ment voisins d'un point choisi arbitrairement (mq, Vq) correspondent des points 
distants entre eux de moins de >;. 

Choisissons n assez grand pour que 2 — y'3 soit inférieur à >?. Le point 

(woj ^o) est à l'intérieur d'un contour Cn,» ou sur plusieurs de ces contour Cn^f^^ 
^nji,v'' ^nvp' A tous les points de E intórieurs à Cn,i\ ou sur Cn^i^ correspondent 
des points, soit intérieurs au plus petit parallelepipedo de faces parallèles aux 
plans coordonnés et qui contient Ci,,-,, soit situé sur ce parallelepipedo; donc des 

points qui diffèrent de moins de — y 3 . Et comme tous les Cn,ta ont au moins 

un point commun, à tous les points intérieurs à la somme des domaines qu'ils 
limitent correspondent des points distants de moins de >?. 

Les fonctions /*, 9, ^ définissent une surface S limitée par C et sur la- 
quelle sont tracés les contours rectifiables C,j. 

L'aire de cotte surface est la limite, pour n infini, de la somme des aires 
minima des contours Cn,/. Cette somme est au plus égale à la plus petite li- 
mite des aires des surfaces à'^,,-. Mais l'opération qui permet de passer de 
S,, S, ... à /S„j, S,„ , . . . n'augmente pas la plus petite limite des aires; de 
mème on n'augmente pas cette limite en passaiit des S^,. aux S,„-, etc, donc 
l'aire de S est au plus égale à l'aire minima de C. D'ailleurs l'aire de S ne 
peut ètre infórieure à cette aire minima, noxis avons donc démontré Vexistence 
d^une surface d^aire minima limitée par un contour quelconque donne. 

100. Il nous reste à nous demander si la solution obtenue est l'unique 
solution du problème. 

La surface définie par 



X 



= 2 (f) - y) cos 0), y = 2 (/>- ^j sin 0), ^ = 0, 
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pour 1 ^ jo ^ - , et par 

a; = 0, y = 0, « = - - — p, 

pour - ^ p ^ 0, est minima pour son contour qui est la circonférence de 

rayon 1 du pian des xy et cependant ce n'est pas une surface piane. 

Cet exemple mentre que, dans le cas des surfaces, si l'un des problèmes 
que nous faisons correspondre aux problèmes ordinaires du calcul des va- 
riations admet une solution, il en admet une infinite. 

101. Nous avons déjà remarqué combien il était plus diflBcile de dé- 
montrer l'existence de Télément limite pour y (S) que pour y (C); nous pouvons 
apercevoir maintenant une diflférence nouvelle. Tandis que, pour le cas de la 
courbe, la nature des conditions aux limites ìmportait peu, dans le cas de la 
surface la difficulté du problème varie avec la nature de ces conditions. 

Supposons en efiPet qu'il ne s'agisse plus de trouver la surface d'aire mi- 
nima passant par un contour fixe donne, mais supposons qu'une partie de ce 
contour soit assujettie à rester sur une surface S. En reprenant les raisonnements 
précédents on est conduit aux fonctions 

définies pour tous les points intérieurs à e et continues en (w, v) pour ces 
points; mais l'on ne sait rien pour les points de e. L'ensemble des points 
correspondant à ceux d'un domaine limite par e, , intérieure à r, forme une 
surface; quand e, tend vers e l'aire de cotte surface tend vers la valeur mi- 
nima des aires des surfaces répondant à la question, mais nous ne savons pas 
si la courbe correspondant à C| a une limite. 

102. Il serait intéressant de savoir quelles relations il y a entro les 
surfaces d'aire minima que nous avons trouvées et celles qui satisfont à 
l'équation aux dérivées partielles 

(l + 3')r-2p3 5 + (l+p0< = 0. (1) 

Remarquons d'abord que si le problème de Plateau, tei qu'on le pose 
dans la théorìe des surfaces, admet une solution, cotte solution convient aussi 
au problème généralisé. En efifet, par hypothèse il n'existe pas de surface, 
telle que jp, gr, r, 5, <, existent et soient continues, passant par le contour 
donne et ayant une aire plus petite que la surface S solution du problème 
non généralisé; s'il existait une surface ^i d'aire inférieure à celle de S^ il 
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existerait une surface 2| d'aìre aussi voìsine qu'on le veut de celle de S^^ 
passant par le contour donné^ et telle qu'en tous ces points, sauf peut-étre 
sur le contour, ;?, q^ r, s^ t exìstent et soient contìnues (^). Il y a donc con- 
tradiction. « 

Il faudrait rechercber maintenant sì, parmi les surfaces solutions du 
problème généralisé, ne se trouye pas une surface satisfaisant à l'équation 
aux dérìvées partielles (1). La métbode qui parait la plus naturelle consìste 
à démontrer successìvement l'existence et la continuité de cbacune des dérìvées 
nécessaìres à Tétablisseraent de la formule (1). Les raìsonnements qui suìvent 
montrent que dans certains cas des consìdérations élémentaires permettent 
d'aborder cette question. 

103. Nous supposons que le contour donne C satìsfaìt aux conditìons 
du paragrapbe 97 et que, de plus, il est tei que 5, une des surfaces d'aìre 
minima construites comme il a été dit à ce paragrapbe, ne soìt rencontrée 
par aucune droite en un norabre ìnfini de points. 

Ces condìtions sont compatibles, puìsqu'elles sont satisfaites quand S est 
une surface analytique et C un contour assez petit trace sur cette surface. 

On a vu que S est de la forme z = f{x^ y), les nombres dérivés de z 
étant inférieurs à un certain nombre 3f, quand on se déplace sur une courbe 
rectifiable quelconque du pian des x y, et que l'on considère z comme fonction 
de la longueur s parcourue sur cette courbe. 

Coupons S par un pian quelconque P parallèle à o ^r, il existe une courbe 
sectìon dont l'équation est z = ^ [a). Cette courbe admet en un point quel- 
conque A deux demi-tangentes, c'est-à-dire que y a des dérivées à droite et 
à gaucbe; s'il en était autrement, si par exemple il n'existait pas de dérivée 
à droite, la droite issue du point A^ située dans P, et faisant avec le pian 

des a: y un angle dont la tangente est — ^-r — - > (Ad et \d étant les nom- 

bres dérivés à droite de y sont inférieurs à Jlf), rencontrerait la courbe sec- 
tion, et par suite S^ en un nombre infini de points (**). 



(*) On pourra obtenir cette surface ^^ en modilìant celle d'un des polyèdres qui 
servent à definir l'aire de S^. 

(**) C'est unìquement par cette conséquence qu'intervierit dans le raisonnement la 
condition: S n'est rencontrée par aucune droite en un nombre infìni de points. Les demi- 
tan^^entes peuvent d'ailleurs exister sans que la condition précédente soit vérifiée. J'ai 
énoncé cette condition parce que j'avais cru démontrer qu'elle était remplie, lorsque U 
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104. Soìt a la projection de A sur le pian dea xy. TraQons de a comme 
centre une cìrconference r de rayon r, soit y la courbe de S qui se projette 
en r, et soit y, l'homothétique de 7, A ótant le centre d'homothétie et le rap- 
port étant tei que la projection de 7, soit la circonférence r. de rayon 1. 

Soit 2f = <|/(s) l'équation de y,, s étant Tare de r, . Si l'on fait tendre r 
vers zèro, s restant fixe, \p tend vers une valeur limite x {s)i ^ = Z (^) définissant 
l'ensemble des poìnts qui se projettent sur r, et sont situés sur les demi-tangentes 
précédemment trouvées. Mais \p {$) a ses nombres dérivés inférieurs à 3f, de 
là se déduit immédiatement que ^{s) tend uniformément vers x (^); dono x(^) 
est continue, les demi-tangentes forment un c6ne A. 

Désignons par t{p) le maximum de !x(^) — + (^)| quand r est inférieur 
ou égal à Pj e(p) tend vers zèro avec p. 

Remarquons encore que / (s) ayant ses nombres dérivés inférieurs à 3f, 
la courbe z = x{s) est rectifiable; A est applicable sur le pian, donc quarrable. 

Soit A la courbe de A qui se projette sur r. Désignons par « et C7 les 
aires des domaines S' et A' limités sur S et A par les courbes rectifiables 

y et ).. Nous allons cheroher une limite supérieure de la quantité -7 | « — ^ 

Soit Y} un nombre positif arbitrairement choisi; pourvu que l'on trace 
sur A assez de génératrices on partage A' en morceaux tels que la somme 
des aires minima des contours de ces morceaux diffère de l'aire A' de moins 
de r* Yj. Alors en conservant les mèmes génératrices il en est de mème quel 
que soit r. 

Les cylindres qui projettent sur x y les contours qui divisent A' en mor- 
ceaux, tracent sur S' des contours qui divisent cette surface en morceaux 
correspondants. L'aire de S' est exactement la somme des aires minima des 
contours de ces morceaux. Or les aires minima de deux contours correspon- 
dants diffèrent de moins de l'aire que limitent ces deux contours sur le 
cylindre parallèle à o;? sur lequel ils sont tracés. Si donc Ir est la somme 
des longueurs des bases, dans xoy^ de ces cylindres on a: 

\s — (j\<^r^Yi'{-l r .r s, (r). 

Dans cette formule l est indépendant de r, mais dépend de )?, « (r) tend vers 



contour satisfait à certaines conditions, a l'aide de raisonnements élémentaires sur les 
polyèdres qui servent à definir S^ § 97. Je considero encore comme probable que, au 
moins pour des contours simples, de tels raisonnements conduiraient a la démonstration, 
bien que je ne sois parvenu dans aucun cas à cette démonstration. 
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zèro avec r; donc, à condition de prendre r assez petit, on a 



•l^<2. 



r 
et cela quel que soit ri. 

r étant ainsi choisi, rempla^ons S' par la surface A' et la bande que 
lìmitent y et X sur le cylindre parallèle k o z qui les contient. L'aire de cette 
nouvelle surface S\ est au plus 5 + 2)7r* + 2?: r* e(r); donc si r est assez 
petit elle est inférieure à 5 + 3)7r'. 

Ceci pose je dis que A est une surface minima. En effet, s'il n'en est pas 
ainsi, on peut remplacer A' par une surface A', limitée à 7 et d'aire plus 
petite; soit <7 — K*r^ son aire, ^est indépendant de r. Par ce changement 
on remplace S\ par iS', dont l'aire est au plus s + (3)7 — IO)r^. 

Mais puisque >? peut ètre pris aussi petit que Fon veut, si K n'est pas 
nul S n'est pas une surface d'aire minima. Donc K est nul, A est une surface 
d'aire minima. 

105. Il nous reste à rechercher quels sont les cónes A d'aire minima. 
Appliquons A sur le pian et traQons sur la surface ainsi développée une 
circonférence L,, soit L cette courbe avant le développement. Si A n'est pas 
un pian [*) on peut trouver sur L deux points -4, B tels que la distance A B 
ne soit pas égale à la distance des points correspondants ^1, Bi de Lf Con- 
sidérons le c6ne ^ de sommet A et de directrice L. Soient a et a' deux 
points de L voisins de .4, de part et d'autre de A\ développons la portion 
de ce céne qui comprend A B ei qui est limitée par Aa ^i A a. Soit At B^ 
le développement de A Bj sans faire varier At Bt faisons tendre a et a' vers .4, 
ce que nous obtenons ainsi peut ètre appelé le développement du c6ne 2, 
ouvert suivant sa generatrice de longueur nulle (**). 

Soit L, le développement de L, l'aire limitée par L^ dans le dévelop- 
pement est l'aire que limite L sur i', or cette aire est plus petite que celle 
que limite L sur A, ou L, dans le pian, puisque Li n'est pas une circon- 
férence. 



(*) On sait que A est de la forme z = f(cìc, ?/), on n'^a donc pas à examiner le cas 
Oli A recouvrirait pliisieups fois un pian. 

(**) Ces ppócautions seraient inutiles si l'on dómontrait que L a des tangentes. En 
s'appuyant sur la condition: S n'est rencontrée par aucune droite en un nombre infini 
de points, on démontre que le long de chaque generatrice de A existent deux demi-plans 
tangente. Or l'ensemble de ces deux demi-plans doit former une surface minima, donc A 
a des plans tangents, L a des tangentes. 
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Donc A. est un pian, la surface S admet des plana tangents. 

La démonstration précédente suppose établi que, de toutes les courbes 
isopérimètres, la circonférence est celle qui enferme la plus grande aire et 
qu'il n'existe aucune courbe de mème perimetro enfermant la mème aire que 
la circonférence. Il existe plusieurs démonstrations rigoureuses de cette pro- 
priété; pour l'application précédente il est nécessaire, ce qui est facile, d'étendre 
ces démonstrations au cas où les courbes seraient tracées sur une surface de 
RiEMAHN ayant dea lignes de croisement issues de A 2^ car nous n'avons pas 
démontré que Ci ne tournait pas autour de At> 
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CORRECTIONS AU MEMOIRE(*): 

INTEGRALE, l.ONGUEUR, AIRE 

par W. Lebksgue, à Namy, 



Dans un mémoire : Intégrale, Longuear, Aire paru réceminent dans les Annali di 
Matematica j^ai laissé passer quelques erreurs assez graves poiir qud le sens de certains 
paragraphes en soit obscurcL 

Dans le paragraphe 95 il faut corriger ce qui se trouve entre « M/ Hilbrrt re- 
marque que...» et «Nous prenons pour A un ensemble partout dense dans P;...» de 
la manière suivante : 

M/ Hilbert remarque que si Ton a certains renséignements sur la variation de la 
fonction Ei il suffit de choisir parmi les Ei une suite d^élétnents ej tels que, à tout point 
d*un ensemble A, partout dense dans A corresponde une valeur de ej qui a une limite 
quand j augmente indéfiniment, pour que les ej aient une limite. Pour préciser, nous sup- 
poserons que Tensemble des nombres dérivés des Fi considérées comma fonctions d^une 
seule, quelconque, des variables x^^ a;^ , . . . Xn soit borné. 

Nous supposons donc que Ton ait, quels que soient t, or,, x^,,.. Xn, h, p 

Et (. r| . .rg,... Xp, Xp^x^ ... Xn) — Ej (x^, Xf,.,. Xp-k- /t, Xp^\ , . . . a'„ ) ! ^ w 

M étant fiie. Nous prenons pour A un ensemble dénombrable partout dense dans D;... 
Il faut aussi remarquer que, dans le paragraphe 95, la lettre M a deux significations 
distinctes. Tantòt elle représente un nombre fixe, tantdt elle désigne un point variable. 
La fonction e(M) est une fonction du point M. 

Au paragrapbe 43 j^indique un moyen de definir des fonctions à variation totale égale 
à celle de la fonction x et ajant dans tout intervalle des maxima et des minima. La 
formation de ces fonctions dépend du choix d^une suite de nombres Cp satisfaisant à cer- 
taines conditions. Le procède que j*ai donne pour cboisir les nombres •/, est inexact; au 

lieu de «Prenons pour •; le plus petit des nombres ^^, ^^ , ^^,... tels que...» 

1. ^ •'5 

i^aurais dù dire « Prenons pour e,- le plus grand des nombres ^?-^ , ^4r\ , -r^ , . . . tels 
que ...» 



Au paragraphe 16 Tinègalitè Q^y^f{y) doit étre remplacèe par 0^y^f(x); au 
paragraphe 25 2 doit étre remplacè par t. 

Je profite de cette occasion pour dire qu^au si^'et du problème des aires dans le 
pian, j*aurais dù citer les travaux de M/ Gerard ; voir à ce sujet soit la thèse de 
M.' GÉRAJiD, soit le Bulletin de la Société Mathématique de France, soit la Geometrie èie- 
mentaire de Gerard et Niewenolowski. 
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